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Περίληψη (ελληνικά) 

 
Η µεταπτυχιακή αυτή βιβλιογραφική εργασία µε έντονο το στοιχείο της 

προσοµοίωσης και της εξοµοίωσης αφορά τη µελέτη της ευστάθειας ISS δια του 

ορισµού – πρωταρχικά – και της σύγκρισης – δευτερευόντως, µε την ευστάθεια 

Lyapunov και ΒΙΒΟ. Μεθοδολογιακά, θα υπάρξει µία διαδροµή στη µελέτη 

σύγχρονων, αλλά και κλασσικών/παλαιότερων  βιβλιογραφικών αναφορών που 

αναφέρονται στο παραπάνω θέµα του πονήµατος. Στη συνέχεια, θα ακολουθήσει 

προσοµοίωση καταστάσεων µε γνωστό και άγνωστο φορέα στο υπολογιστικό πακέτο 

MATLAB. Η ποιοτική/τοπολογική – από µαθηµατικής σκοπιάς – και 

ποσοτική/στατιστική ανάλυση των αποτελεσµάτων θα αποδοθεί στο πέρας της 

εργασίας και διεπιστηµονικό ρόλο θα έχει η διενέργεια ερωτηµατολογίων σε 

ανθρώπους της αγοράς και του ακαδηµαϊκού χώρου σχετικά µε τη χρήση της µεθόδου 

αυτής που αναφέρεται η ευστάθεια ISS. Παραπλεύρως, θα έχουµε πληθώρα 

αποτελεσµάτων µε τα αναµενόµενα αυτά αποτελέσµατα να αφορούν την παρουσίαση 

σύνθετων µαθηµατικών δοµών που αποσκοπούν στη σύνδεση των Συστηµάτων 

Αυτοµάτου Ελέγχου µη–γραµµικής δοµής µε των γραµµικών και στα πλεονεκτήµατα 

της προαναφερόµενης και οριζόµενης στην µεταπτυχιακή εργασία ευστάθειας ISS. 

Φυσικά, ο επίλογος θα αφορά την έντονη χρησιµότητα, µε τη χρήση των 

αποτελεσµάτων να έχει, αφενός, θεωρητικό χαρακτήρα, αφετέρου, προσδίδει θεµέλια 

στην αξιοποίηση της µεθόδου από τον σύγχρονο επιστήµονα Μηχανικό 

Αυτοµατισµού/Αυτοµατιστή, είτε σε µικρή κλίµακα, είτε σε κλίµακα παραγωγής. 

 
 

Λέξεις – Κλειδιά: Συστήµατα Αυτοµάτου Ελέγχου, Γραµµικά Συστήµατα, Ευστάθεια, 

Ευστάθεια Lyapunov, Προσοµοίωση 
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Abstract (English)  

  
 The present post–graduate reference thesis, characterized by the intense element 

of simulation, is formed in terms of studying the ISS stability, either by definition – 

primarily – or by comparing – secondarily, to Lyapunov stability and BIBO. The used 

method will be comprised by a route in the study of modern and additionally classic 

references of our subject. Then, the references will be followed by a series of 

simulations in MATLAB, in a known or an unknown manner. The 

qualitative/topological – in mathematical terms – and the quantitative/statistical 

analysis of the results will be presented in the final pages, whereas an interdisciplinary 

role will be attached to the query–based research to people in industry or academic 

cycles, who use or research ISS stability. On the other hand, we shall be given the 

opportunity to extract – awaited – results, that will be formulated in terms of complex 

mathematical structures, which are supposed to connect Control Theory of non–linear 

nature to those of linear one and to the advantages of using ISS stability. Naturally, the 

epilogue will the intense use, in terms of theoretical results on the one hand, but on the 

other how can the method be utilized by the scientifically – oriented Engineer, either in 

human measures or in production.   

 

Keywords: Automatic Control Systems, Linear Systems, Stability, Lyapunov Stability, 

Simulation 
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Κεφάλαιο 1: 
ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 
 
 
 Εκκινώντας το παρόν πόνηµα µορφής µεταπτυχιακής διατριβής ας 

αναλογιστούµε το ακόλουθο φανταστικό πείραµα. Σε ένα πεπερασµένο δοχείο µε νερό 

τοποθετούµε στην ελεύθερη επιφάνειά του µε τον αέρα µία υδατοδιαλυτή σκόνη 

έντονου χρώµατος – προς βέλτιστη παρατήρηση, η οποία αρχικά σηµειακά θα αρχίσει 

να εξαπλώνεται στο ρευστό διαχεόµενο. Η σκόνη αυτή θα χρωµατίσει οµοιόµορφα το 

υγρό σε πεπερασµένο χρόνο, τουλάχιστον για την ανθρώπινη κλίµακα παρατήρησης. 

Η διαδικασία αυτή, εάν αποδοµηθεί, µπορεί να παρουσιαστεί ως µία χρονική στιγµή 

όπου τα φυσικά µεγέθη δεν είναι σε ισορροπία και µέσω ορισµένων διαδικασιών 

τείνουν σε αυτή. 

 Το απόσταγµα του παραπάνω φανταστικού πειράµατος είναι η ευστάθεια ενός 

πεπερασµένου συστήµατος και οι διάφορες µορφές της, που η ίδια η ευστάθεια και οι 

µορφές που προαναφέρθηκαν θα τεθούν σε παρουσίαση και εφαρµογή στα επόµενα. 

Όπως, µπορεί να γίνει κατανοητό η ευστάθεια ως ένας χαρακτηρισµός ενός 

συστήµατος – και ειδικά για ένα σύστηµα αυτοµάτου ελέγχου – είναι µία έννοια 

τοπική, δηλαδή µίας συγκεκριµένης χρονικής στιγµής ή µία έννοια η οποία απαιτεί 

σχεδόν άπειρο χρόνο πραγµατοποίησης. Η διττή αυτή φύση της ευστάθειας την 

αναδεικνύει ως τοπολογική έννοια, δηλαδή µία έννοια που αφορά την εν τω βάθει δοµή 

του υπό µελέτη συστήµατος. Θα επιµείνουµε στη σηµασία της Τοπολογίας στην 

ευστάθεια, σε επόµενο κεφάλαιο, όπου θα τεθούν µε περισσότερη σαφήνεια οι ορισµοί 

και οι µαθηµατικοί και αλγοριθµικοί κανόνες που θα µελετήσουµε. 
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 Ως ευστάθεια, χονδροειδώς, δύναται να οριστεί µία κατάσταση σε ένα σύστηµα 

που συµµετέχουν ορισµένες µεταβλητές η οποία επιτυγχάνεται είτε σε πεπερασµένο, 

είτε σε άπειρο χρόνο και σηµατοδοτεί την ολική ή µερική στασιµότητα του 

συστήµατος. Με εφαλτήριο τον προηγούµενο άτυπο ορισµό µπορεί να δηλωθεί µε 

σαφήνεια ότι η παρούσα εργασία αποτελεί µία παρουσίαση ορισµένων βασικών ειδών 

ευστάθειας, όπως καθορίζονται στη βιβλιογραφία, µία εκτεταµένη αναφορά της κάθε 

µίας και µία εµπεριστατωµένη σύγκριση µεταξύ τους. Η παρουσίαση της θεωρίας τους 

προέρχεται από τη Μαθηµατική Θεωρία (Αυτοµάτου) Ελέγχου και η κατανοµή 

ιδιοτήτων όσον αφορά τα πλεονεκτήµατά τους στην καθηµερινότητα του Αυτοµατιστή 

ή του Επιστήµονα Μηχανικού, διέπεται από τη Θεωρία Αλγορίθµων και την 

Υπολογιστική Πολυπλοκότητα. 

 Ο Αυτοµατιστής – ως ένα πρόσωπο ικανό να εξοµοιώνει καταστάσεις και 

έπειτα να δηµιουργεί αυτόµατες (απλές έως ιδιαίτερα σύνθετες) αλληλουχίες διακριτών 

κόµβων σε πληθώρα εφαρµοσµένων προβληµάτων άλλων κλάδων – συνεισφέρει µέσω 

της Θεωρίας Ελέγχου, και δει µέσω των γνωστών τύπων ευστάθειας. Στο παρόν και 

στην ολοκληρωθείσα συνέχεια των επόµενων κεφαλαίων, όπως αναφέρεται και στον 

τίτλο της διατριβής µερικής ολοκλήρωσης του µεταπτυχιακού τίτλου σπουδών, γίνεται 

εκτενής περιγραφή της Ευστάθειας ISS (input to state) της Ευστάθειας Lyapunov και 

της Ευστάθειας BIBO (bounded input – bounded output). Κεντρική είναι η πρώτη, η 

οποία και θα συγκριθεί µε τις επόµενες δύο, που θα λειτουργήσουν στην εργασία ως 

σταθµιστικές. 

 Πιο ειδικά, η Θεωρία Ευστάθειας ως ένα τµήµα της Θεωρίας Ελέγχου ή 

Αυτοµάτου Ελέγχου πηγάζει από την ποιοτική µελέτη Δυναµικών Συστηµάτων, που 

συνήθως στη βιβλιογραφία απεικονίζονται ως συνεχή ή διακριτά χρονοεξαρτώµενα 

συστήµατα συναρτησιακών εξισώσεων, δηλαδή ή συστήµατα Συνήθων ή Μερικών 
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Διαφορικών Εξισώσεων1 ή συστήµατα Εξισώσεων Διαφορών. Ουσιώδες στη θεωρία 

αυτή – και γενικεύσιµο – είναι πως µας απασχολεί σε ένα αυτόµατο σύστηµα η επιτυχία 

που το διέπει όσον αφορά τη λειτουργία µε οποιεσδήποτε αρχικές τιµές, ή αλλιώς, 

συνθήκες. Εποµένως, η Θεωρία Ευστάθειας, που θα µας απασχολήσει αρκετά στο 

Κεφάλαιο 3 και η βιβλιογραφική της επισκόπηση στο Κεφάλαιο 2, είναι η µελέτη της 

συµπεριφοράς ενός συστήµατος του οποίου δηµιουργούνται ντετερµινιστικές ή 

πιθανοθεωρητικές2 µικρές3 µεταβολές στις αρχικές του συνθήκες. 

 

• Εικόνα 1: Alexandr Mikhailovich Lyapunov 

 Ιστορικά, τώρα, η ευστάθεια Lyapunov ονοµάστηκε έτσι από το Ρώσο 

µαθηµατικό Александр Михаилович Ляпунов, µέσω µίας εργασίας του περί 
                                                             
1 Εδώ θα ληφθούν υπόψιν µόνο Συνήθεις και όχι Μερικές Διαφορικές Εξισώσεις, 
τουλάχιστον όσον αφορά τη µεθοδολογία επίλυσης και την παραµετρικοποίηση ως 
προς το χρόνο, που πολλάκις παραλείπεται ως εννοούµενη. 
2 Δε θα µας απασχολήσει η διάκριση αυτή. 
3 Ως προς µία µετρική/απόσταση. 
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ευστάθειας κινούµενων σωµάτων το έτος 1892. Αξίζει να αναφερθεί, προτού η 

µαθηµατική θεώρηση το δείξει περισσότερο φορµαλιστικά, πως οι ευστάθειες BIBO 

και ISS είναι πρακτικά γενικεύσεις της Lyapunov, η πρώτη για γραµµικές και η δεύτερη 

για µη – γραµµικές περιπτώσεις προβληµάτων, εφόσον υπάρχει αρχικός έλεγχος4 στο 

σύστηµά µας. Η πρώτη γενίκευση αφορά προβλήµατα φραγµένων τιµών µε συνεχή 

γραµµική εξάρτηση από τις παραµέτρους και η δεύτερη, πάλι µεν φραγµένες τιµές, 

αλλά δε όχι απαραίτητα γραµµική – ή και συνεχή µε τη συνήθη έννοια – εξάρτηση. 

 Όσον αφορά, γενικότερα, την απαρχή της µελέτης συστηµάτων ελέγχου, το 

ένευσµα δόθηκε από τον James Clerk Maxwell, ο οποίος µελετούσε µεθόδους 

σταθερής (πρόδροµα της αυτοµατοποιηµένης) φυγοκέντρησης, γράφοντας το κείµενο 

On Governors (Maxwell, 1868) το 1868. Στη συνέχεια ο συµµαθητής του Maxwell, και 

καθηγητής προετοιµασίας στο Πανεπιστήµιο του Cambridge, Edward John Routh 

(Routh, 1877) το 1877 έθεσε σηµαντικές βάσεις, οι οποίες και κατά τη διάρκεια των 

Α’ και Β’ Παγκοσµίων Πολέµων έδωσαν σηµαντικά, αλλά µυστικά για καιρό 

αποτελέσµατα. Εφάµιλλος συνεχιστής του Routh είναι ο Adolf Hurwitz (Hurwitz, 

1964), µε αποκορύφωµα το 1964 τη δηµοσίευση του περί της αρνητικότητας 

πραγµατικού µέρους ιδιοτιµών γραµµικών τελεστών εφαρµοζόµενων σε συστήµατα 

αυτοµάτου ελέγχου. 

 

                                                             
4 Αρχική είσοδος ή αρχικός έλεγχος (περιεχόµενος στη συνάρτηση ελέγχου, όπως θα 
φανεί). 
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• Εικόνα 2: Περιεχόµενα από το περιοδικό που φιλοξένησε το "On Governors" 
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Κεφάλαιο 2: 
ΕΠΙΣΚΟΠΗΣΗ ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑΣ 

 
 
 
 Η σύγχρονη βιβλιογραφία και αρθρογραφία επί του θέµατος της παρούσας 

µεταπτυχιακής διατριβής είναι τόσο πλούσια που θεωρείται ανεπαρκές να γίνει εκτενής 

αναφορά. Παραταύτα, υπάρχουν επιστηµονικοί πυλώνες µε τη µορφή βιβλίων και 

άρθρων, επί των οποίων βαδίζουµε και εµείς στο κείµενο, και που στο συγκεκριµένο 

κεφάλαιο θα παρουσιάσουµε συνοπτικά. 

 Η επισκόπηση βιβλιογραφίας και αναφορών αποσκοπεί στη σύντοµη 

παρουσίαση των βασικών εργαλείων ανάπτυξης της παρούσας διατριβής µε γνώµονα 

τις κύριες έννοιες. Το υλικό, από την άλλη, που εξάγεται από βιβλία και άρθρα θα είναι 

αντικείµενο γόνιµης συζήτησης συγγραφέα – αναγνώστη στα επόµενα δύο κεφάλαια 

και στις παραγράφους τους θεωρητικής ανάπτυξης θεµάτων. Τα χρησιµοποιούµενα 

συγγράµµατα είναι δύο ειδών – πρώτον µαθηµατικής φύσεως και δεύτερον 

υπολογιστικής/αλγοριθµικής φύσεως. 
 

Υποκεφάλαιο 2.1: 

Διδακτικά συγγράµµατα & ερευνητικές µονογραφίες 
 Εδώ θα παραθέσουµε ορισµένους τίτλους διδακτικών πανεπιστηµιακών 

συγγραµµάτων, συλλογικών τόµων και ερευνητικών µονογραφιών που αποτελούν 

σηµαντικό µέρος της άντλησης θεωρητικής γνώσης για τα επόµενα. Όπως αναφέρουµε 

και παρακάτω η λίστα είναι ενδεικτική και, σίγουρα, αποσκοπεί περισσότερο στο να 
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προσανατολίσει τον αναγνώστη σε σύγχρονα αναγνώσµατα, παρά σε κλασσικά, τα 

οποία µεν έχουν ιδιαίτερη βαρύτητα, αλλά δε είναι παλαιά και λιγότερο περιεκτικά της 

προσφερόµενης γνώσης και, φυσικά, των σύγχρονων τάσεων της επιστήµης. 
 

Ενότητα 2.1.1: 

Μαθηµατική Θεωρία Αυτοµάτου Ελέγχου 

 Όσον αφορά τα σύγχρονα διδακτικά και ερευνητικά βιβλία επί της Θεωρίας 

Ελέγχου, µπορούµε να ξεκινήσουµε την αναφορά από το βασικό και εφαρµοσµένο 

Linear Control Theory: Structure, Robustness and Optimization µε εκτενείς αναφορές 

στην αυτοµατοποίηση5, την υστέρηση και την ευστάθεια ενός γραµµικού συστήµατος 

αυτοµάτου ελέγχου6. Θα αναφερθεί και στο τελευταίο κεφάλαιο περαιτέρω συζήτησης 

ως ένα σύγγραµµα ιδανικό να συνεχίσει το παρόν πόνηµα, ως προς τη βελτιστοποίηση 

SISO και την αυτόµατη ανάλυση σήµατος7. Δύναται να αξιοποιηθεί από εισαγωγικό 

προπτυχιακό µάθηµα έως και προχωρηµένο µεταπτυχιακό µε αντίστοιχη χρήση για 

εκπόνηση εργασιών. 

 Αντίστοιχης αναγνωστικής και επιστηµονικής δυσκολίας είναι και το 

Introduction to Mathematical Systems Theory: Linear Systems, Identification and 

Control µε αντίστοιχες παροχές υλικού όπως παραπάνω, αλλά µε εκτενέστερες 

αναφορές σε συστήµατα input – output και σε ειδικές συνθήκες αυτών8. Χρήσιµες είναι 

εδώ για το επόµενο κεφάλαιο οι παράγραφοι για ελεγξιµότητα και παρατηρησιµότητα9. 

Όσον αφορά τη συνέχιση σε επόµενο στάδιο ενδείκνυται για το περιεχόµενό του 

                                                             
5 PID controller. 
6 Θα είναι επικουρικό σύγγραµµα στην εισαγωγή της ευστάθειας Lyapunov. 
7 Αλγοριθµική εκµάθηση σεισµογράφων για αυτοµατοποιηµένη έναρξη υπολογισµού 
παραµέτρων σεισµών από είσοδο.	
8 Bounded – ΒΙΒΟ – συνθήκη φραγµένου, για την οποία το σύγγραµµα αυτό λειτουργεί 
επικουρικά. 
9 Controlability και observability, αντίστοιχα. 
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σχετικά µε στοχαστικό έλεγχο και (σχεδόν ή πλήρως10) µη – γραµµικά συστήµατα 

αυτοµάτου ελέγχου11. 

 Τρίτο στην περιεκτική µας λίστα είναι το Mathematical Control Theory: An 

Introduction µε αναφορά σε κάθε θέµα γραµµικής και µη – γραµµικής φύσης 

συστηµάτων ελέγχου (αυτοµάτου και µη), το οποίο ενδείκνυται για υψηλό γνωστικό 

επίπεδο και µεταπτυχιακές σπουδές. Θα αναλωθούµε στο να ετεροαναφέρουµε αυτό 

το διδακτικό σύγγραµµα, λόγω του κύρους του. Χρησιµοποιείται εκτενώς στο 

κεφάλαιο 3, όπου λαµβάνει χώρα στο επίπεδο της εργασίας αυτής η 

συστηµατικοποίηση των συστηµάτων αυτοµάτου ελέγχου και της αναλυτικής και 

τοπολογικής τους δοµής. 

 Σε αυτήν την παράγραφο, επίσης για το κεφάλαιο 3 – µερικώς – και κυρίως για 

τη συµπληρωµατική συζήτηση στο πέρας της εργασίας αναφέρουµε τρία ερευνητικά 

συγγράµµατα, ιδιαίτερης δυσκολίας, τα οποία απαιτούν χρόνο µελέτης και µαθηµατική 

ωριµότητα. Τα δύο πρώτα είναι τόµοι συλλογικής εργασίας µε εφαρµοσµένη χροιά, 

ειδικά σε σύγχρονα συστήµατα12, ενώ το τρίτο σε επεκτάσεις των συστηµάτων που 

µελετούµε σε άπειρο χρόνο13. Είναι τα Mathematical Control Theory I: Nonlinear and 

Hybrid Control Systems, Mathematical Control Theory II: Behavioral Systems and 

Robust Control και Advanced 𝐻" Control: Towards Nonsmooth Theory and 

Applications. Ειδικά για το τελευταίο, αναφέρουµε ακόµη ότι είναι χρήσιµο εγχειρίδιο 

περί ασυνεχών συστηµάτων, µη παντού ή σχεδόν – παντού διαφορίσιµων, αλλά και για 

τη χρήση τοπολογικών µεθόδων. 
 

                                                             
10 Ειδικοί ορισµοί θα δοθούν στο κεφάλαιο 3. 
11 Βοηθητικό και στο παρόν επίπεδο για την ευστάθεια ISS. 
12 Συστήµατα ελέγχου σε παρόχους κινητών τηλεπικοινωνιών, ρεύµατος υψηλών 
τάσεων. 
13 Εφαρµογές σε αργές χηµικές αντιδράσεις, ανάπτυξη εξαιρετικά αργών µηχανικών 
ασταθειών σε στερεά σώµατα και κοσµολογικά πρότυπα. 
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Ενότητα 2.1.2: 

Υπολογιστική Πολυπλοκότητα 

 Τέλος, αφού το πρακτικό µέρος της µεταπτυχιακής διατριβής είναι 

υπολογιστικό µε σύστηµα σηµαντικά µεγάλου χρόνου µηχανικής φύσεως, είναι εύλογο 

να αξιοποιήσουµε γνώσεις από σύγγραµµα υπολογιστικής πολυπλοκότητας 

αλγορίθµων, όπως το Introduction to the Theory of Computation. Ακόµη, για 

πρακτικά/τεχνικά ζητήµατα υπήρξε συνδροµή συγγραµµάτων περί σύνταξης σε 

γλώσσα MATLAB και Octave. Σχετικά µε τη µελέτη της δειγµατοληπτικής έρευνας14 

θα γίνει αναφορά στο αντίστοιχο κεφάλαιο ως, εν µέρει, ετερογενές τη φύσει µε τα 

προαναφερθέντα. 
 

Υποκεφάλαιο 2.2: 

Δηµοσιευµένες εργασίες & άρθρα 
 Οι δηµοσιευµένες εργασίες χωρίζονται σε δύο κατηγορίες, αυτές που είναι 

πρωταρχικού χαρακτήρα και αυτές µε ευρεία αναγνώριση αλλά σύγχρονο περιεχόµενο 

σε διεθνή περιοδικά γνωστών εκδοτικών οίκων. Όσον αφορά την πρώτη κατηγορία τα, 

ενδεχοµένως, πιο ουσιώδη και ιστορικά αναφέρονται στην ιστορική αναδροµή της 

εισαγωγής. Παρά ταύτα αναφέρουµε ακόµη κι άλλο ένα του Otto Mayr, που δοµείται 

και µε ιστορικά στοιχεία και µε µαθηµατικά αποτελέσµατα και είναι το (Mayr, 1970). 

Ειδικότερα, είναι κείµενο µε έκδοση άρθρων στα κεφάλαιά του. 

 Ειδική µνεία θα κάνουµε στην αρθρογράφηση κατά τη διάρκεια του Β’ 

Παγκοσµίου Πολέµου, µίας περιόδου που για πολεµικούς και στρατιωτικούς σκοπούς 

διενεργήθηκε έρευνα µεγάλου όγκου στα Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά και, ειδικά, στη 

Θεωρία Ελέγχου. Κάνουµε ειδική αναφορά στο άρθρο του Irmgard Flügge – Lotz, ο 

                                                             
14 Κεφάλαιο 7. 
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οποίος έκανε έρευνα σε σηµειακά ασυνεχή συστήµατα, αλλά και σε συστήµατα 

υψηλότερης τάξης, δηλαδή εµπλεκόµενα σε µεγαλύτερης τάξης χρονικής παραγώγου 

(I. Flügge - Lotz, 1962). 

 Η καθηµερινή και παγκόσµια χρήση και εφαρµογή συστηµάτων αυτοµάτου 

ελέγχου και η µελέτη τους ως προς την έννοια της ευστάθειας καθιστά αυτήν την 

εργασία υποχρεωµένη να αναζητήσει πληροφορίες και σε πλήθος άλλων µελετών, 

µονογραφιών και ερευνητικών βιβλίων, διδακτικών πανεπιστηµιακών συγγραµµάτων 

και δηµοσιευµένων άρθρων επιστηµονικών περιοδικών. Η συνέχεια αναφοράς των 

υπολοίπων αξιοποιηθέντων ακολουθεί στο κεφάλαιο της Βιβλιογραφίας. 
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Κεφάλαιο 3: 
ΘΕΩΡΙΑ ΕΛΕΓΧΟΥ 

 
 
 Η Μαθηµατική Θεωρία Αυτοµάτου και µη Ελέγχου µελετά ως επιστηµονικός 

κλάδος των Συνήθων Διαφορικών Εξισώσεων, των Δυναµικών Συστηµάτων και, 

αρχικά, των µηχανικών εφαρµογών τους εξισώσεις της µορφής 

𝑦 = 𝑓 𝑦, 𝑢
𝑦 0 = 𝑦)

 

µε 𝑦 = 𝑦 𝑡 ∈ ℝ- διαφορίσιµη, 𝑡 ∈ 0, 𝑡.  ή γενικότερα 𝑡 ≥ 0, 𝑢 = 𝑢 𝑡 ∈ 𝑈 ⊂ ℝ2 

και 𝑓:ℝ-×ℝ2 ⟶ ℝ- συνεχής. Η τιµή 𝑦 0  είναι η αρχική τιµή του συστήµατος, η 

λεγόµενη αρχική κατάσταση, στην οποία επενεργεί µία διαδικασία άνευ ελέγχου µέσω 

της 𝑦. Συµβολίζουµε, ακόµη, 

𝑦 =
𝑑𝑦
𝑑𝑡  

τη χρονική παράγωγο της συνάρτησης 𝑦. 

Η όποια έννοια ελέγχου υποβόσκει στη συνάρτηση 𝑢. Η 𝑢 δύναται να ορίζεται 

ανεξάρτητα της 𝑦 ή να εξαρτάται από αυτή ως 

𝑢 = 𝑘 ∘ 𝑦 

µε 𝑘: 𝑉 ⊂ ℝ- ⟶ ℝ2. Σε τούτην τη συνήθη15 περίπτωση η 𝑘 ονοµάζεται συνάρτηση 

ανάδρασης ή, απλούστερα, ανάδραση. Η λύση16 του παραπάνω συστήµατος 

                                                             
15 Αυτή η περίπτωση είναι πράγµατι συνηθισµένη, µιας και ένα αυτόµατο σύστηµα 
λαµβάνει feedback από τις σύγχρονές του εξωτερικές ή εσωτερικές συνθήκες, που 
επιβάλλει η 𝑦. 
16 Το πρόβληµα αυτό είναι αποδεδειγµένο πως είναι καλώς – τιθέµενο και µε 
κατάλληλες συνθήκες της συνάρτησης 𝑓 και µε την ύπαρξη γνωστής αρχικής 
κατάστασης χαρακτηρίζεται µε τη µοναδικότητα της λύσης. 
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ονοµάζεται έξοδος, ενώ οι τιµές που δέχεται η συνάρτηση 𝑓 ονοµάζονται είσοδοι. Σε 

αυτό το τµήµα της διατριβής ακολουθούµε υλικό από τα (Zabczyk, 1995) και (C. Heij, 

2007). 

 Στόχος της Θεωρίας Ελέγχου είναι η, όσο το δυνατόν17, επιβολή της εξόδου να 

χαρακτηρίζεται από ορισµένες ιδιότητες που είναι σε αντιστοιχία18 µε τις ιδιότητες της 

συνάρτησης ελέγχου, όπως η ευστάθεια, η παρατηρησιµότητα, η γραµµικότητα, η 

ισχύς και άλλες. Με τις έννοιες αυτές θα ασχοληθούµε στο παρόν κεφάλαιο, έννοιες οι 

οποίες θα εφαρµοστούν στο Νευτώνειο βαρυτικό µοντέλο του Ηλιακού Συστήµατος, 

ως το πρακτικό µέρος της µεταπτυχιακής εργασίας. 

 Θα ονοµάσουµε ακόµη, στην περίπτωση µη – γνώσης των ακριβών συνθηκών 

του φαινοµένου, αλλά έχοντας γνώση τµήµατος της πληροφορίας19, ή παραλλαγµένης 

πληροφορίας20, ως συνάρτηση παρατηρησιµότητας ή, απλούστερα, παρατήρηση µία 

συνάρτηση ℎ:ℝ- ⟶ ℝ;, η οποία λειτουργεί ως 

ℎ ∘ 𝑦 𝑡 = ℎ 𝑦 𝑡
ℎ ∘ 𝑦 0 = ℎ)

 

 Σηµειώνουµε ότι είτε για λόγους αλγοριθµικών υπολογισµών, είτε για λόγους 

διακριτότητας ενός φυσικού ή ανθρωπογενούς φαινοµένου υπάρχει περίπτωση µελέτης 

του αντίστοιχου διακριτού προβλήµατος ελέγχου21 της µορφής 

𝑦<=> = 𝑦< + 𝑓 𝑦<, 𝑢<  

                                                             
17 Σηµαντικές είναι και οι πραγµατικές συνθήκες στην καθηµερινότητα του Μηχανικού 
Αυτοµατιστή και όχι µόνο η θεωρητική µοντελοποίηση. 
18 Σχεδόν αµφιµονοσήµαντη. 
19 Ελλιπής πληροφόρηση. 
20 Παραµορφωτική λήψη πληροφόρησης για την κατάσταση του συστήµατος, όπως για 
παράδειγµα η οφθάλµια παρατήρηση του νυχτερινού ουρανού, που δεν επιτρέπει 
γνώση απόλυτης λαµπρότητας αστέρων – παρά µόνο φαινόµενης – και απόστασης από 
το σηµείο παρατήρησης. 
21 Μορφή εξίσωσης διαφορών. 
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µε 𝑘 ∈ ℕ ∪ 0  και συµβολίζουµε 𝑥< = 𝑥 𝑘 , όπου 𝑥 ∈ 𝑦, 𝑢 . Στο παρόν πόνηµα θα 

αναλωθούµε στη µελέτη συνεχών περιπτώσεων. Η µεθοδολογία µελέτης είναι, γενικά, 

ανάλογη. 
 

Υποκεφάλαιο 3.1: 

Ιδιότητες συστηµάτων ελέγχου 
 Οι προαναφερθείσες έννοιες – ιδιότητες των συστηµάτων (αυτοµάτου) ελέγχου 

θα περιγραφούν στο παρόν υποκεφάλαιο και στις αντίστοιχες ενότητες. Είναι αναγκαία 

η υπενθύµιση ή η εξ αρχής συνοπτική παρουσίαση αυτών των εννοιών για την βέλτιστη 

παρακολούθηση του κειµένου από τον αναγνώστη και τη δικαιολόγηση των κινήσεών 

µας σε µετέπειτα κεφάλαιο, όπου γίνεται εφαρµογή αυτών. Οι ιδιότητες ορίζονται και 

µελετώνται. 
 

Ενότητα 3.1.1: 

Γραµµικότητα 

 Ως γραµµικότητα ορίζουµε σε ένα σύστηµα αυτοµάτου ελέγχου (δυναµικό 

σύστηµα τουλάχιστον για την περίπτωση του πρακτικού µέρους) µία εξίσωση όπου 

𝑓 𝑦, 𝑢 = 𝐴𝑦 + 𝐵𝑢 

δηλαδή  
𝑦 = 𝐴𝑦 + 𝐵𝑢
𝑦 0 = 𝑦)

 

µε τα 𝛢 και 𝛣 να είναι οι πίνακες ως προς τη συνήθη πραγµατική βάση που 

αντιστοιχούν σε γραµµικές απεικονίσεις. Υπενθυµίζουµε στον αναγνώστη πως ο 

πίνακας (µήτρα) που αντιστοιχεί σε µία γραµµική απεικόνιση 𝑣:ℝ-H ⟶ ℝ-I είναι ο 

𝑁 ∈ ℝ-I×-H 

µε 
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𝑣 𝑥 = 𝑁 ⋅ 𝑥 

και όσον αφορά τη συνήθη βάση, αντίστοιχα εννοούµε τα σύνολα µοναδιαίων22 και 

ορθογωνίων ανά δύο23 διανυσµάτων 

𝒆 = 𝑒> = 1,0,⋯ ,0 ,⋯ , 𝑒-P = 0,⋯ ,0,1  

µε 𝑛R το πλήθος διανύσµατα εντός του συνόλου, όπου 𝑗 ∈ 1,2 , αντίστοιχα για τις 

περιπτώσεις του πεδίου ορισµού και του συνόλου τιµών της γραµµικής απεικόνισης 𝑣. 

Δηλαδή, 𝐴 ∈ ℝ-×- και 𝐵 ∈ ℝ-×2, οπότε για την περίπτωση του 𝛢, 

𝛢 =
𝑎>> ⋯ 𝑎>-
⋮ ⋱ ⋮
𝑎-> ⋯ 𝑎--

 

 Στην περίπτωση που στο γραµµικό µοντέλο συστήµατος αυτοµάτου ελέγχου 

υπάρχει παρατήρηση, τότε 

ℎ = 𝐶𝑦 

µε 𝐶 ∈ ℝ;×-, επίσης πίνακας που αντιστοιχεί σε γραµµική συνάρτηση. 

 Η ιδιαίτερη µελέτη γραµµικών συστηµάτων αυτοµάτου ελέγχου άνθησε στο 

παρελθόν µέσω της έρευνας επί των Συνήθων Διαφορικών Εξισώσεων, των Δυναµικών 

Συστηµάτων, αλλά και µελέτης περιπτώσεων όπου ασυνεχείς έλεγχοι24 επιδρούσαν σε 

συνεχή δεδοµένα, ή και το αντίστροφο. Επίσης, σηµαντικό εφαλτήριο στην έρευνα 

ήταν και η ιδιαίτερα βαθιά γνώση επί των πραγµατικών και µιγαδικών πινάκων ήδη 

από τα µέσα του 18ου αιώνα. Επί του σύγχρονου, τα γραµµικά συστήµατα είναι οι 

ιδανικοί υποψήφιοι για µελέτη ευστάθειας – όπως και θα δούµε – και για 

µοντελοποίηση σε υπολογιστικά πακέτα όπως MATLAB και Mathematica. 

 Για λόγους ευκολίας και χωρίς περιορισµό της γενικότητας το αρχικό µας 

σύστηµα λαµβάνει τη µορφή 

                                                             
22 𝑒Y = 1, για 𝑖 ∈ 1,⋯ , 𝑛R . 
23 𝑒YH ⊥ 𝑒YI ⟺ 𝑒YH ⋅ 𝑒YI = 0, για 𝑖>, 𝑖] ∈ 1,⋯ , 𝑛R . 
24 Σήµατα µε σηµειακά peak, για παράδειγµα (συναρτήσεις Dirac). 
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𝑦 = 𝐴𝑦 + 𝑎 

µε 𝑦 = 𝑦 𝑡 , 𝑎 = 𝑎 𝑡  και 𝐴 = 𝐴 𝑡 , οπότε ο πίνακας δύναται να είναι µη σταθερός25 

συναρτήσει του χρόνου. Δεδοµένου ότι τα περισσότερα φαινόµενα σηµειώνονται για 

πεπερασµένο χρόνο, υποθέτουµε ότι 𝑡 ∈ 0, 𝑇 , για κάποιο 𝛵 > 0. Στην περίπτωση 

όπου επιθυµούµε ασυµπτωτική µελέτη του συστήµατος θα λάβουµε υπολογιστικά ένα 

𝛵 αρκετά µεγάλο για τα δεδοµένα χωρητικότητας ενός υπολογιστή και θεωρητικά θα 

λάβουµε το όριο 𝛵 ⟶ +∞. 

Συµπληρώνουµε ότι η επιλογή του κλειστού και φραγµένου διαστήµατος ως 

προς το χρόνο δεν είναι τυχούσα. Αυτές οι δύο έννοιες µαζί στην περίπτωση των 

πραγµατικών αριθµών ταυτίζονται µε την έννοια της συµπάγειας και είναι απαραίτητα 

επιχειρήµατα συµπάγειας στην επίλυση του συστήµατος παραπάνω. Ο λόγος είναι 

πρωτευόντως η ύπαρξη και δευτερευόντως η µοναδικότητα των αναζητούµενων 

λύσεων. Παρόλα αυτά, όµως, δε θα επεκταθούµε περαιτέρω, αφού θα βρεθούµε εκτός 

του σκοπού της παρούσας µεταπτυχιακής διατριβής. 

Τη χρονική εξάρτηση του πίνακα 𝛢 µπορούµε να την αποφύγουµε σε πληθώρα 

προβληµάτων, αλλά και όταν είναι αυτό αδύνατο, µε κατάλληλη επιλογή µικρού 

χρονικού τµήµατος του παραπάνω διαστήµατος έχουµε αποτελέσµατα26. Εποµένως, κι 

εµείς εδώ θα µελετήσουµε χρονοανεξάρτητα επί του πίνακα συστήµατα, χάριν 

ευκολίας. Σηµειώνουµε ότι και στις χρονοεξαρτώµενες περιπτώσεις οι κινήσεις µας 

είναι ανάλογες. 

Εδώ, σύµφωνα µε το παραπάνω σύστηµα η λύση του θα είναι η ακόλουθη 

𝑦 𝑡 = 𝑒bc𝑦) + 𝑒 bde c𝑎 𝑡 𝑑𝑠
b

)

 

                                                             
25 Δηλαδή 𝑎YR = 𝑎YR 𝑡 , για 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛. 
26 Εδώ η συνέχεια (και ακόµη η οµοιόµορφη συνέχεια) των συνιστωσών του πίνακα 
𝛢 𝑡  ενδεχοµένως να µην είναι αρκετή. Συνηθίζεται η χρήση Lipschitz ή Hölder 
συνεχών συναρτήσεων. 
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µε 

𝑒bc =
𝑡𝐴 -

𝑛!

"

-i)

 

και ονοµάζεται το εκθετικό του πίνακα 𝛢. Εποµένως, η γνώση της αλγεβρικής δοµής 

του σταθερού πίνακα 𝛢 είναι καταλυτική και ολόκληρη η θεωρία γραµµικών ή, ακόµη 

και, τοπικά γραµµικοποιήσιµων27 συστηµάτων ελέγχου, αλλά και η διευκολυµένη 

µελέτη ευστάθειας  βασίζεται σε αυτή. 

 Περιγραφικά, µπορούµε να αναφέρουµε ότι δυνατές αλγεβρικές ιδιότητες του 

πίνακα 𝐴, ως προς την απλούστευσή του και κατ’ επέκταση ως προς την απλούστευση 

του 𝑒bc, είναι η (άνω) τριγωνοποίηση 

𝒯 = 𝑈𝐴𝑈d> =
𝜏>> ⋯ 𝜏>-
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝜏--

 

η διαγωνιοποίηση 

𝒟 = 𝑈𝐴𝑈d> =
𝑑> ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝑑-

 

και η ανάλυση σε µορφή Jordan 𝒥. Η µορφή Jordan βασίζεται στα λεγόµενα Jordan 

blocks. Αυτά τα block είναι πίνακες εντός του πίνακα 𝒥 τοποθετηµένοι στην κύρια 

διαγώνιό του και έχουν µορφή 

𝒥Y =

𝜆Y 1
⋮ 𝜆Y

⋯ 0
1 ⋮

⋮ ⋱
0 ⋯

𝜆Y 1
⋯ 𝜆Y

 

για 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 και 

𝒥 =
𝒥> ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝒥p

 

                                                             
27 Μη – γραµµικά συστήµατα αυτοµάτου ελέγχου όπου κοντά σε συγκεκριµένες 
χρονικές τιµές προσοµοιάζονται και προσεγγίζονται από γραµµικά. 



 
 
Α.Ε.Ι.  ΠΕΙΡΑΙΑ  TΕΧΝΟΛΟΓΙΚΟΥ  ΤΟΜΕΑ 
 
 
 

 
ΤΜΗΜΑ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΑΥΤΟΜΑΤΙΣΜΟΥ 
Π.ΡΑΛΛΗ & ΘΗΒΩΝ 250, 122 44, ΑΙΓΑΛΕΩ, ΑΘΗΝΑ, ΕΛΛΑΔΑ 
ΤΗΛ.: +30-210-5381311, MSCAUTO1@TEIPIR.GR 

26  

Εδώ, ο πίνακας 𝑈 είναι ίδιας διάστασης µε τον 𝛢 και διαφορετικός ανά κάθε µία από 

τις παραπάνω τρεις περιπτώσεις. 

 Υπάρχουν, επίσης, απλοποιήσεις πινάκων µε ειδικές αλγοριθµικές τεχνικές, 

όπως η απαλοιφή Gauss, που αναφέρουµε παρακάτω, αλλά και άλλες µε 

πλεονεκτήµατα σε υπολογιστικό χρόνο και έτοιµες βιβλιοθήκες σε υπολογιστικά 

πακέτα, όπως η παραγοντοποίηση LU και η παραγοντοποίηση Cholesky. 
 

Ενότητα 3.1.2: 

Ελεγξιµότητα 

 Αρχικά, ας ορίσουµε τη ροή από την κατάσταση28 𝛼 στη 𝛽 όταν η συνάρτηση 

κατάστασης 𝑦 έχει την ιδιότητα 

𝑦 0 = 𝛼
𝑦 𝑡∗ = 𝛽 

για κάποιο 0 < 𝑡∗ ≤ 𝑇. 

Θα συµβολίσουµε τη ροή µε 𝑦u
v 𝑡∗ . 

 Θα λέµε ότι το σύστηµα είναι ελέγξιµο εάν για κάθε δύο καταστάσεις 𝛼 (για 

𝑡 = 0) και 𝛽 υπάρχει 𝑡∗ ώστε η λύση 𝑦 του συστήµατος να ικανοποιεί τη σχέση 

𝑦 𝑡∗ = 𝑦u
v 𝑡∗  

Στη µελέτη αυτής της ιδιότητας τα γραµµικά συστήµατα έχουν ιδιαίτερο προβάδισµα, 

όµως ο ορισµός είναι καθολικός.  

 Η αιτιολόγηση του παραπάνω ισχυρισµού περί προβαδίσµατος είναι η 

ακόλουθη πρόταση. Το σύστηµα αυτοµάτου ελέγχου είναι ελέγξιµο εάν και µόνο αν ο 

πίνακας 𝛢|𝛣  έχει τάξη 𝑛. Δηλαδή εάν ο πίνακας 

                                                             
28 Υπενθυµίζουµε ότι κατάσταση 𝛾 είναι ένα σηµείο 𝛾 ∈ ℝ- (χώρος καταστάσεων). 
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𝛢|𝛣 = 𝛣 𝛢𝛣 𝛢]𝛣|⋯ |𝛢-d>𝐵 =

=
𝑏>> ⋯ 𝑏>2
⋮ ⋱ ⋮
𝑏-> ⋯ 𝑏-2

𝑎>Y𝑏Y>

-

Yi>

⋯ 𝑎>Y𝑏Y2

-

Yi>
⋮ ⋱ ⋮

𝑎-Y𝑏Y-

-

Yi>

⋯ 𝑎-Y𝑏Y2

-

Yi>

⋯ ⋯  

µε απαλοιφή Gauss29 δεν εµφανίσει µηδενική ή µηδενικές την τελευταία ή ορισµένες 

τελευταίες γραµµές. Είναι φανερό ότι η προχωρηµένη γνώση Γραµµικής Άλγεβρας 

είναι απόλυτα εδραιωµένος παράγοντας επιτυχίας στη µελέτη αυτών των συστηµάτων. 

Η πρόταση αυτή ονοµάζεται το Θεώρηµα της Τάξης στη Θεωρία Ελέγχου. 

 Σχετικά µε την ελεγξιµότητα της ενότητας αυτής και την ευστάθεια της 

επόµενης ενότητας σε εφαρµοσµένο επίπεδο συστήνουµε το (S. P. Bhattacharyya, 

2009). 
 

Ενότητα 3.1.3: 

Ευστάθεια και ευστάθεια Lyapunov 

 Εδώ, για την κεντρική έννοια της µεταπτυχιακής διατριβής, θα θεωρήσουµε 

συστήµατα της µορφής 

𝑦 = 𝐴𝑦 

όπου ο έλεγχος πραγµατοποιείται µέσω της 𝑦, οπότε αναγόµαστε στην παραπάνω απλή 

µορφή. Φυσικά, ισχύει ακόµη η συνθήκη αρχικής κατάστασης 𝑦 0 = 𝑦) (ή = 𝛼). Το 

σύστηµα της παραπάνω µορφής έχει λύση τη 

𝑦 𝑡 = 𝑒bc𝑦) 

Η ευστάθεια ορίζεται σηµειακά στα σταθερά σηµεία ή ασυµπτωτικά µέσω του πίνακα 

𝛢. Σταθερό ονοµάζεται ένα σηµείο ή σταθερή µία κατάσταση 𝑦 όταν 

                                                             
29 Πράξεις µεταξύ των γραµµών του πίνακα που στοχεύουν στην οµοιότητά του µε 
άλλον πίνακα απλούστερο αριθµητικά.	
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𝛢𝑦 = 0 =
0
⋮
0

 

Υπάρχει κατηγοριοποίηση των σταθερών σηµείων ως προς την ευστάθειά τους για 

συστήµατα αυτοµάτου ελέγχου ή γενικότερα για συνεχή δυναµικά συστήµατα, φυσικά 

σε συνάρτηση µε την ευστάθεια του πίνακα. 

Ο πιο απλός ορισµός (ασυµπτωτικής) ευστάθειας συστήµατος αναφέρει ότι το σύστηµα 

(ή ο πίνακας 𝛢) είναι ευσταθές (ευσταθής) εάν 

𝑦 𝑡 ⟶ 0 

για 𝑡 ⟶ +∞. 

 Υπάρχουν Θεωρήµατα, τα οποία λειτουργούν ως κριτήρια της παραπάνω 

γενικής έννοιας ευστάθειας. Για να τα διατυπώσουµε αρκεί να κάνουµε ορισµένες 

υπενθυµίσεις. Για το πρώτο κριτήριο ορίζουµε ως χαρακτηριστικό πολυώνυµο του 

πίνακα 𝛢, το 𝜒{ 𝜆 = 𝑑𝑒𝑡 𝐴 − 𝜆𝐼- , όπου 

𝐼- =
1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 1

 

Το πολυώνυµο αυτό έχει πραγµατικούς συντελεστές, όµως οι ρίζες του ενδέχεται να 

είναι και γνήσια µιγαδικές (δηλαδή γενικά 𝜆 ∈ ℂ). Το σύνολο των ριζών του30, τις 

οποίες ονοµάζουµε ιδιοτιµές του πίνακα 𝛢, συµβολίζεται µε 𝜎 𝐴 . Το πρώτο κριτήριο 

αναφέρει πως το σύστηµα είναι ασυµπτωτικά ευσταθές εάν η τιµή 

𝜔 𝐴 = max
�∈� c

𝑅𝑒 𝜆 < 0 

Ευσταθές είναι (δεδοµένης ύπαρξης σταθερού σηµείου ή κατάστασης) εάν 

𝜆 ∈ 𝒞 0,1 ⊂ ℂ ⟺ 𝜆 < 1 

Μία σύζευξη των παραπάνω δύο προτάσεων είναι γεωµετρικά ότι η «τροχιά» των 

καταστάσεων του συστήµατος εκκινώντας από µία αυθαίρετη κατάσταση θα κινηθεί 

                                                             
30 Φάσµα του πίνακα. 
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σπειροειδώς προς το εσωτερικό του µοναδιαίου κύκλου του µιγαδικού επιπέδου 

(αντίστοιχα πραγµατικού). 

Για το δεύτερο κριτήριο υπενθυµίζουµε ότι µέτρο ή νόρµα31 της λύσης 

𝑦 𝑡 =
𝑦> 𝑡
⋮

𝑦- 𝑡
 

είναι (συναρτήσει του χρόνου) η τιµή 

𝑦 𝑡 = 𝑦Y] 𝑡
-

Yi>

 

Τότε, το σύστηµα είναι ευσταθές ως προς την παραπάνω έννοια εάν 

𝛪 = 𝑦 𝑡 ]𝑑𝑡
="

)

< +∞ 

 Στη γραµµική περίπτωση, όπως µελετούµε ως τώρα, η ευστάθεια (και η 

ασυµπτωτική ευστάθεια) είναι ισοδύναµη µε την ευστάθεια κατά Lyapunov, η οποία 

αναφέρει ότι ο πίνακας 𝛢 είναι ευσταθής – αντίστοιχα το σύστηµα είναι ευσταθές – εάν 

υπάρχει συµµετρικός θετικά ορισµένος πίνακας 𝑃 τέτοιος ώστε ο πίνακας 𝐴𝑃 + 𝑃𝐴 να 

είναι αρνητικά ορισµένος. Υπενθυµίζουµε πως ένας πίνακας 𝑃 είναι συµµετρικός και 

θετικά ορισµένος εάν 

𝑝YR = 𝑝RY 

και 

𝑥b𝑃𝑥 > 0					32 

για κάθε 𝑥 ∈ ℝ-. Αντίστοιχα το γινόµενο θα είναι µικρότερο του 0 στην περίπτωση 

του αρνητικά ορισµένου πίνακα. 

                                                             
31 Συνήθης ή ευκλείδεια 2 − νόρµα ή µετρική. 
32 Αφού 𝑥 ∈ ℝ- ⟹ 𝑥b ∈ ℝ>×-, οπότε 𝑥b𝑃𝑥 ∈ ℝ>×> ≡ ℝ, και δέχεται διάταξη ως 
πραγµατικός αριθµός. 
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 Σε ένα µη – γραµµικό σύστηµα τώρα η ευστάθεια Lyapunov απαιτεί µελέτη 

γενικότερων συναρτήσεων 𝑓, αν και συνηθίζεται να προχωρούµε στην σχεδόν – 

γραµµική περίπτωση η οποία είναι 

𝑦 = 𝐴𝑦 + 𝑢 𝑡, 𝑦  

ή στην αυτόνοµη (όχι ανεξάρτητη του χρόνου) περίπτωση 

𝑦 = 𝐴𝑦 + 𝑢 𝑦  

Επίσης, εδώ σηµαντικότατο ρόλο παίζει ο πίνακας 𝛢, όπου κινούµαστε όµοια µε 

προηγουµένως. Στην πλήρως – µη – γραµµική περίπτωση 

𝑦 = 𝑓 𝑦, 𝑢  

η αναλογία υποδεικνύει πως πρώτα ευρίσκουµε τα σταθερά σηµεία 𝑦, 𝑢  που 

ικανοποιούν την εξίσωση 

𝑓 𝑦, 𝑢 = 0 

και έπειτα από τον Ιακωβιανό πίνακα των µερικών παραγώγων υπολογισµένων στη 

σταθερή κατάσταση κινούµαστε όπως πριν, τώρα µε µόνη διαφορά την τοπικότητα και 

όχι την καθολικότητα, λόγω τοπικού χαρακτήρα της µεθόδου γραµµικοποίησης. Ο 

Ιακωβιανός πίνακας της 𝑓 στη σταθερή κατάσταση είναι ο πίνακας 

ℐ� 𝑦, 𝑢 =

𝜕𝑓>
𝜕𝑦>

𝑦, 𝑢 ⋯
𝜕𝑓>
𝜕𝑦-

𝑦, 𝑢

⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑓-
𝜕𝑦>

𝑦, 𝑢 ⋯
𝜕𝑓-
𝜕𝑦-

𝑦, 𝑢

 

Στην περίπτωση ύπαρξης κατάστασης εισόδου και εξόδου µέσω συνάρτησης 

µεταφοράς, όπου οι συναρτήσεις κατάστασης εισόδου και εξόδου είναι φραγµένες και 

µας απασχολεί η µελέτη ευστάθειας κατά Lyapunov αναγόµαστε στην ευστάθεια BIBO 

για γραµµικά συστήµατα, ενώ η αντίστοιχη γενίκευση της Lyapunov για µη – γραµµικά 

συστήµατα αυτοµάτου ελέγχου µε έλεγχο της εισόδου µόνο αφορά την ευστάθεια ISS. 

 Αλγοριθµικά, τώρα, η µελέτη µη – γραµµικών συστηµάτων είναι – εν γένει – 

απρόβλεπτη, ακόµη και µε τη χρήση µεθόδων βελτιστοποίησης, οι οποίες είναι σχεδόν 
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υποχρεωτικής χρήσης στη γραµµική περίπτωση. Αυτό, επειδή, στη γραµµική 

περίπτωση εάν οι τροχιές κατάστασης περικλείονται ή δηµιουργούν ένα κυρτό χωρίο 

(ή ακόµη καλύτερα, ένα κυρτό πολύτοπο33) τότε η βέλτιστη τιµή λαµβάνεται εύκολα 

και σε µικρό υπολογιστικό χρόνο, µε και χωρίς τη χρήση γενετικών αλγορίθµων. 
 

Υποκεφάλαιο 3.2: 

Ευστάθεια BIBO και ISS 
 Όπως αναφέραµε στην προηγούµενη ενότητα η ευστάθεια Lyapunov απαιτεί 

γενικεύσεις και αναγωγές στις περιπτώσεις των ρεαλιστικών συστηµάτων αυτοµάτου 

ελέγχου µε είσοδο και έξοδο, όπου έχουµε συνθήκες ελέγχου για τουλάχιστον µία εκ 

των δύο34. 
 

Ενότητα 3.2.1: 

Ευστάθεια BIBO 

 Η ευστάθεια BIBO είναι µία µορφή ευστάθειας συστήµατος αυτοµάτου 

ελέγχου η οποία λαµβάνει δύο κύριες µορφές, τουλάχιστον για τις συνεχείς 

περιπτώσεις. Η έννοια της φραγµένης συνάρτησης είναι θεµελιώδους σηµασίας για τα 

δεδοµένα, τα σήµατα και κάθε άλλη ρεαλιστική είσοδο γραµµικού συστήµατος. Η πιο 

κλασσική µορφή φραγµένης εισόδου είναι να επιβάλλουµε λύσεις στο διαφορικό 

σύστηµα ελέγχου που να ικανοποιούν τη σχέση 

𝑦 𝑡 ≤ 𝑀 

για κάποια τιµή 𝛭 > 0. Η συγκεκριµένη µορφή ευστάθειας όµως, παρουσιάζει αρκετά 

προβλήµατα κανονικότητας – όπως και ονοµάζονται – και για αυτόν το λόγο, ειδικά σε 

                                                             
33 Γενίκευση 3 −διάστατου σχήµατος µε πλέγµα. 
34 Υποθέτουµε µοναδική είσοδο και έξοδο λεκτικά, χωρίς περιορισµό της γενικότητας 
σε διανυσµατική περίπτωση. 
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περιπτώσεις συνήθων επαναλαµβανόµενων συστηµάτων35, αξιοποιούµε τη µορφή 

φραγµένης ευστάθειας 

𝑦 𝑡 𝑑𝑡
="

)

< +∞ 

ή εάν γνωρίζουµε τη µορφή της εισόδου και σε αντιστρεπτό χρόνο36  

𝑦 𝑡 𝑑𝑡
="

d"

< +∞ 

 Φυσικά, αντίστοιχες σχέσεις ισχύουν και για την έξοδο 𝑢 𝑡 , δηλαδή 

𝑢 𝑡 ≤ 𝑀 

για κάποιο 𝛭 > 0 και 

𝑢 𝑡 𝑑𝑡
="

)

< +∞ 

ή 

𝑢 𝑡 𝑑𝑡
="

d"

< +∞ 

αντίστοιχα. Σηµειώνουµε ότι η πρώτη µορφή ΒΙΒΟ ευστάθειας είναι βασισµένη στην 

1 −µετρική του ℝ (σηµειακά δηλαδή), ενώ η δεύτερη και η τρίτη είναι ολικές µορφές 

και η 1 −µετρική ή η 1 −νόρµα που χρησιµοποιείται δεν είναι ορισµένη στους 

πραγµατικούς αριθµούς, αλλά σε χώρους συναρτήσεων και πιο συγκεκριµένα στον 𝐿>, 

ή εάν το ολοκλήρωµα προς χρήση δεν είναι Riemann, αλλά το πιο προχωρηµένο 

ολοκλήρωµα Lebesgue, τότε θα είναι στον χώρο ℒ>. Ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης 

µπορεί να συµβουλευθεί το (L. C. Evans, 2015). 

                                                             
35 Ροµποτικά συστήµατα, αισθητήρες µε περιοδική λήψη σήµατος και, γενικά, κάθε 
αυτοµατοποιηµένο σύστηµα µε σχετικά ή απόλυτα περιοδική είσοδο. 
36 «Αρνητικός» χρόνος. 
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 Τέλος, αξίζει να αναφέρουµε ότι οι τελευταίες ελαφρώς παραλλαγµένες µορφές 

ευστάθειας ΒΙΒΟ είναι ισχυρότερες από την πρώτη κλασσική µορφή. Επίσης, η 

ευστάθεια ΒΙΒΟ µπορεί να χρησιµοποιηθεί και σε µη – γραµµική συστήµατα, όµως η 

έλλειψη γραµµικότητας απαιτεί ακόµη πιο ισχυρές µορφές ευστάθειας µε φραγµένες 

συναρτήσεις, από προηγουµένως37. 

 Συµπληρώνουµε την ενότητα αυτή αναφέροντας πως η µορφή του γραµµικού 

συστήµατος αυτοµάτου ελέγχου στην περίπτωση εισόδου 𝑦 και εξόδου 𝑢 γράφεται ως 

εξής 

𝑦 = 𝐴𝑦 + 𝐵𝑢
𝑢 = 𝐶𝑦 + 𝐷𝑢 

 

Ενότητα 3.2.2: 

Ευστάθεια ISS 

 Η ευστάθεια ISS προσπαθεί να αντικατοπτρίσει την υπεροχή των γραµµικών 

τελεστών (γραµµικότητα – Θεωρία Πινάκων (Serre, 2010)) σε µη – γραµµικά 

συστήµατα, κυρίως. Για να το καταφέρει όµως απαιτείται κάποιου είδους 

κανονικότητα – κάποιας ελάχιστης τάξης διαφορισιµότητας – τουλάχιστον για την 

είσοδο, δηλαδή η είσοδος οφείλει να ανήκει σε ένα καθορισµένο πλαίσιο 

καταστάσεων. Σε σύγχρονα συγγράµµατα υπάρχουν και κλασµατικές τάξεις 

διαφορισιµότητας. 

 Υπενθυµίζουµε πως το µη – γραµµικό σύστηµα έχει τη µορφή38 

𝑦 = 𝑓 𝑦, 𝑢  

                                                             
37 Στη διεθνή βιβλιογραφία αναφέρονται ως (συνολοθεωρητικές) τοµές µετρήσιµων 
χώρων µε χώρους Sobolev. 
38 Εδώ 𝑢 είναι ξανά ο έλεγχος, που δεν εξαρτάται αποκλειστικά από την επιθυµητή 
έξοδο, όπως στην προηγούµενη ενότητα. 
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µε την 𝑓 να είναι µη – γραµµική συνάρτηση, δηλαδή να µη δύναται να προσαρτηθεί σε 

αυτήν πίνακας, ο οποίος µε πολλαπλασιασµό από αριστερά39 να επιφέρει το ίδιο 

αποτέλεσµα µε αυτήν. Η ευστάθεια ISS µεταφράζεται σε µαθηµατική γλώσσα ως 

𝑦 ∈ 𝐿" ⟺ max
b

𝑦 𝑡 < 𝑀 

για κάποιο 𝑀 > 0. 

 Όπως είναι φανερό η ευστάθεια ISS είναι πιο αφηρηµένη, αλλά ενδείκνυται για 

περιπτώσεις που υπολογιστικά θέλουµε αρχικά να έχουµε µία ασθενή µορφή 

φραγµένου και στη συνέχεια να γραµµικοποιήσουµε για χρήση ευστάθειας Lyapunov. 

Η µεθοδολογία της µορφής της 𝑚𝑎𝑥 −νόρµας είναι ιδανική και για απειροδιάστατα 

συστήµατα αυτοµάτου ελέγχου. Περισσότερα θα δούµε στη συζήτηση στο πέρας του 

πονήµατος και στο µεθεπόµενο κεφάλαιο, µέσω των (Y. V. Orlov, 2010) και (Pilyugin, 

2012). 

 Μία ακόµη µεθοδολογία µελέτης γίνεται µέσω του µαθηµατικού κλάδου της 

Τοπολογίας και, πιο συγκεκριµένα, µέσω της οµοτοπίας καµπυλών. Οι τροχιές 

καταστάσεων µπορούν να προσοµοιωθούν ως καµπύλες στο χώρο καταστάσεων, 

δηλαδή ως 

𝛾: 0,1 ⟶ ℝ- 

µε 𝛾 0 = 𝑦 0  και 𝛾 1 = 𝑦 𝑇 . Διατηρώντας σταθερά τα άκρα κατανοούµε εάν µία 

τροχιά είναι οµοτοπική µε µία άλλη εάν υπάρχει συνεχής συνάρτηση που να 

αποτυπώνει τη µία τροχιά επί της άλλης. Αυτή η µεθοδολογία Αλγεβρικής Τοπολογίας 

έχει ιδιαίτερη χρήση ειδικά όταν το µη – γραµµικό σύστηµα αυτοµάτου ελέγχου, που 

µελετούµε, εµφανίζει περιοδικές40 αναδροµολογήσεις στον έλεγχο του, δηλαδή 

                                                             
39 Υπενθυµίζουµε πως ο πολλαπλασιασµός πινάκων είναι µη – µεταθετικός ή 
αντιµεταθετικός. 
40 «Κυκλικές». 
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κλειστούς βρόχους. Σε αυτήν την ειδική περίπτωση η ευστάθεια προκύπτει εάν τα 

τµήµατα της τροχιάς είναι οµοτοπικά µε ένα σηµείο41. 

 Τέλος, δύναται να αξιοποιηθούν µεθοδολογίες από το Λογισµό Μεταβολών 

(Liberzon, 2012), όπου αντί του συστήµατος 

𝑦 = 𝑓 𝑦, 𝑢 ⟺ 𝑦 − 𝑓 𝑦, 𝑢 = 0 

µε 𝑦 0 = 𝑦), και την επίλυσή του, αναζητούµε ελαχιστοποιητές42 του ολοκληρωτικού 

τελεστή, του οποίου το σύστηµα είναι η αντίστοιχη εξίσωση Euler – Lagrange. Δηλαδή, 

προσπαθούµε να επιλύσουµε το ισοδύναµο πρόβληµα 

min
�

𝑌 − 𝐹 𝑌, 𝑢 𝑑𝑌 

όπου η λύση 𝑦 είναι η κατάλληλη από τις 𝑌.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                             
41 Σε πιο προχωρηµένη γλώσσα, εάν η πρώτη οµάδα οµοτοπίας ή, αλλιώς, η θεµελιώδης 
οµάδα της τροχιάς είναι τετριµµένη. 
42 Συναρτήσεις που έχουν την ιδιότητα να ελαχιστοποιούν ένα παραµετρικοποιηµένο 
ολοκλήρωµα. 
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Κεφάλαιο 4: 

ΑΛΓΟΡΙΘΜΙΚΗ ΠΟΛΥΠΛΟΚΟΤΗΤΑ 

 

 
 Πέραν της, ει δυνατόν, ορθής θεωρητικής παρουσίασης της Θεωρίας 

Αυτοµάτου Ελέγχου, από τη σκοπιά της ευστάθειας και των ποικιλιών της, η 

υπολογιστική εφαρµογή µας επιτάσσει να αναρωτηθούµε πώς ένα γραµµικό, τοπικά 

γραµµικό ή γραµµικοποιήσιµο µη – γραµµικό σύστηµα αυτοµάτου ελέγχου δύναται 

απλοποιηµένα ή πλήρως να γραφεί µε µορφή κώδικα και να προσοµοιωθεί επιτυχώς. 

Η προσοµοίωση αυτή αφορά το επόµενο κεφάλαιο. 

 Αφού, εποµένως, εµπλεκόµαστε µε αλγοριθµικές τεχνικές, οφείλουµε να 

είµαστε οικονοµικοί, όσο αυτό είναι δυνατόν, σε υπολογιστικούς πόρους. Για αυτό το 

λόγο, σε ετούτο το σύντοµο κεφάλαιο θα γίνει µία µικρή αναφορά στην Αλγοριθµική 

ή Υπολογιστική Πολυπλοκότητα και κυρίως στον υπολογιστικό χρόνο και στην τάξη 

πράξεων ενός αλγορίθµου. Πιο ειδικά, θα δούµε παρακάτω τις έννοιες αυτές για ένα 

γραµµικό σύστηµα αυτοµάτου ελέγχου, το οποίο ελέγχεται για την ευστάθειά του ως 

προς Lyapunov. Σύγγραµµα ιδανικό για τη µικρή αυτή γενική εισαγωγή στο θέµα είναι 

το (Sipser, 2013). 

 Σύµφωνα µε την παλαιότερη αλλά και τη σύγχρονη βιβλιογραφία (M. W. 

McConley, 1998) η ευστάθεια Lyapunov, η οποία από τις τρεις προαναφερόµενες έχει 

το µικρότερο δυνατό εύρος σε πράξεις λόγω γραµµικότητας ασχέτως ελέγχου εξόδου, 

είναι εµφανές πως έχει µελετηθεί και σε υπολογιστικό επίπεδο εξονυχιστικά. Πιο 

ειδικά, είναι κλάσεως υπολογιστικής πολυπλοκότητας – στη χειρότερη περίπτωση που 
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φτάνουµε σε µη βοηθητικές µορφές ισοδύναµες µορφές του πίνακα 𝛢 – 𝑂 𝑛�  έως – 

στην περίπτωση διαγωνοποίησης, ή ταχείας παραγοντοποίησης ή ανάλυσης Schur - 

𝛰 𝑛  . Υπενθυµίζουµε ότι ο παραπάνω συµβολισµός κατά τον Landau σηµαίνει ότι ο 

υπολογιστικός χρόνος (απαιτούµενες πράξεις για τη διερεύνηση ευστάθειας κατά 

Lyapunov) είναι της τάξεως από 𝑛� έως 𝑛 . Για παράδειγµα, για την τελευταία 

περίπτωση, υπάρχουν 𝑎Y ∈ ℕ, µε 0 ≤ 𝑖 ≤ 3 τέτοια ώστε όλες οι απαιτούµενες πράξεις 

να είναι το πλήθος 

𝑎 𝑛  + 𝑎]𝑛] + 𝑎>𝑛 + 𝑎) 
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ΜΕΡΟΣ ΙΙ 

ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΟ ΜΕΡΟΣ 
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Κεφάλαιο 5: 

ΒΑΡΥΤΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ΔΥΝΑΜΙΚΟΥ & 
ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΟ ΜΕΡΟΣ 

 

 
 Το πρακτικό µέρος της παρούσας µεταπτυχιακής διατριβής αφορά την 

υπολογιστική προσοµοίωση του πλανητικού µας συστήµατος µε τα υπάρχοντά του 

βαρυτικά δεδοµένα. Για αυτό το λόγο θα εκκινήσουµε αυτό το κεφάλαιο µε µία µικρή 

εισαγωγή στη θεµελιώδη δύναµη της βαρύτητας και στη συνέχεια θα δώσουµε το υλικό 

περί της µοντελοποίησης και της ευστάθειας. 

 

Υποκεφάλαιο 3.1: 

Βαρυτική δύναµη 
 Η βαρυτική δύναµη, ή αλλιώς βαρύτητα είναι µία από τις τέσσερις θεµελιώδεις 

δυνάµεις του σύµπαντος, µε τις άλλες τρεις να είναι η ηλεκτροµαγνητική, η ασθενής 

πυρηνική και η ισχυρή πυρηνική. Ακριβώς παρακάτω θα αναλύσουµε συνοπτικά τις 

βασικές φυσικές έννοιες περί τη βαρύτητα, αλλά και ορισµένα απαιτούµενα 

µαθηµατικά εργαλεία. 

 Ενδεικτική βιβλιογραφία τα (Deriglazov, 2017), (Nolting, Theoretical Physics 

1, 2016) και (Nolting, Theoretical Physics 2, 2016). 
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 Αρχικά, οφείλουµε να αναφέρουµε ότι η βαρυτική δύναµη είναι µία κεντρική, 

ακτινική και συντηρητική δύναµη, δηλαδή, εάν43 𝑭¢  είναι το αντίστοιχο διανυσµατικό 

πεδίο, τότε: 

𝑭¢ 𝒓 = 𝑓 𝒓 ⋅ 𝒓 

𝑭¢ 𝒓 = 𝑭¢ 𝒓  

𝜵 ⋅ 𝑭¢ = 0 

αντίστοιχα, µε 𝑓:ℝ  ⟶ −∞, 0 , 𝒓 η θέση του αντικειµένου εντός του βαρυτικού 

διανυσµατικού πεδίου και 𝒓 = 𝑟 το µέτρο της θέσης ως προς ένα σηµείο αναφοράς 𝒪 

τριαξονικού ορθοκανονικού συστήµατος. Η πρώτη σχέση µεταφράζεται ως εξής: η 

δύναµη είναι ανάλογη του διανύσµατος της απόστασης των δύο σωµάτων σε 

αλληλεπίδραση και το διάνυσµα αυτό έχει αρχή και πέρας τα κέντρα βάρους των δύο 

σωµάτων και ότι η δύναµη είναι πάντα ελκτική. Η δεύτερη σχέση αναφέρει ότι η 

βαρύτητα διέπεται από σφαιρική συµµετρία. Τέλος, η τρίτη σχέση υποδηλώνει ότι δεν 

παράγεται έργο εάν κινηθεί ένα σώµα σε βαρυτικό πεδίο µε αρχή και πέρας κίνησης να 

ταυτίζονται. Ειδικότερα, 

𝜵 ⋅ 𝑭¢ = 0 ⟺
𝜕𝐹>¢
𝜕𝑥 +

𝜕𝐹]¢
𝜕𝑦 +

𝜕𝐹 ¢
𝜕𝑧 = 0 

 Η τελευταία σχέση είναι καθοριστική για το σχεδιασµό µας, µιας και αφού είναι 

σε ισχύ, αποδεικνύεται πως το βαρυτικό δυναµικό (µονόµετρο µέγεθος – βοηθητικό 

στον υπολογισµό πολλών σωµάτων) έχει µορφή: 

𝑈 = −𝐺
𝑀
𝑟  

µε 𝐺 η παγκόσµια σταθερά της βαρύτητας του Newton και 𝑀 η µάζα του σώµατος ή 

των σωµάτων σε αλληλεπίδραση 

𝑀 = 𝑚Y

¨

Yi>

 

                                                             
43 Σε bold γραµµατοσειρά αναγράφονται ως σύµβαση τα διανυσµατικά µεγέθη. 
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 Έχοντας σε αδρές γραµµές τα παραπάνω θα τοποθετηθούµε τώρα επί του 

υπολογιστικού µέρους, αλλά και των παραδοχών µας επί της µοντελοποίησης. 

 

Υποκεφάλαιο 3.2: 

Λοιπές παραδοχές 
 Πέραν του φυσικοµαθηµατικού φορµαλισµού υπάρχει και µία σειρά από 

παραδοχές, που είµαστε υποχρεωµένοι να υιοθετήσουµε, µιας και ήδη η 

πολυπλοκότητα υπολογισµών στον ηλεκτρονικό υπολογιστή είναι – ιδιαίτερα µεγάλη. 

 Έχουµε τα ακόλουθα: 

• Δε θα λάβουµε υπόψιν τις αναπτυσσόµενες παλιρροϊκές τριβές στη Γη από τη 

Σελήνη, τον Ήλιο και τους λοιπούς πλανήτες. Η ανάπτυξη παλιρροϊκών τριβών 

είναι υπαρκτή και ιδιαίτερα σηµαντική όταν τα δύο ή περισσότερα βαρυτικά 

σχετιζόµενα σώµατα έχουν υψηλό λόγο 
𝑅
𝑑 

µε 𝑅 η ακτίνα του σώµατος και 𝑑 η εκάστοτε ανά δύο αποστάσεις. Φυσικά, θα 

υποθέσουµε το ίδιο για κάθε άλλο εµπλεκόµενο σώµα. 

• Δε θα λάβουµε υπόψιν την πίεση ακτινοβολίας από τον ηλιακό άνεµο. 

• Θα θεωρήσουµε ότι η ακτίνα των σωµάτων είναι αµελητέα σε σχέση µε τη 

διάµετρο του ηλιακού συστήµατος. Εποµένως, τα σώµατα θα παροµοιάζονται 

ως σηµειακά. 

• Οι τροχιές ενώ είναι όλες ελλειπτικές κατά τους Νόµους του Kepler, θα τις 

θεωρήσουµε κυκλικές κατά τη µέση απόστασή τους από τον Ήλιο. 

• Οι µέσες αποστάσεις από τον Ήλιο θα ακολουθούν τα σύγχρονα δεδοµένα από 

διεθνείς οργανισµούς και τον εµπειρικό κανόνα των Titius – Bode. 
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• Αξιοποιούµε τον Ήλιο, και πέραν της Γης και του δορυφόρου της Σελήνη, τους 

πλανήτες Ερµή, Αφροδίτη, Άρη, Δία, και Κρόνο. Δε συµµετέχουν οι πλανήτες 

Ποσειδώνας και Ουρανός, ενώ επίσης και οι πλανήτες – νάνοι Δήµητρα, 

Πλούτωνας και Έριδα. 

Περισσότερα µπορούν να βρεθούν στο (Duric, 2004). 

 

Υποκεφάλαιο 3.3: 

Προσοµοίωση 
 Η αριθµητική/αλγοριθµική προσοµοίωση του πλανητικού µας συστήµατος 

αποτέλεσε µία πρόκληση υπολογιστικού χρόνου και για αυτό το λόγο – πέραν της 

αναφοράς στον κώδικα – θα αξιοποιήσουµε διακριτά καρέ από την ευσταθή ή ασταθή44 

πορεία των σωµάτων. Σηµαντική ήταν η αρωγή του (Meeus, 1991) στο θεωρητικό 

τµήµα γραφής και ενηµέρωσης ήδη µερών υπαρχόντων αλγορίθµων, αλλά και των (S. 

I. Gordon, 2017), (Stewart, 2017). Αναφέρουµε, ακόµη, ότι η προσοµοίωση έλαβε 

χώρα εντός 2,5 ηµερών. 

 

Ενότητα 3.3.1: 

Κώδικας Python3 

 
 #! /usr/bin/env python3 
 
import math 
from turtle import * 
 
G = 6.67428e-11 
 
AU = (149.6e6 * 1000)      
SCALE = 250 / AU 
 
                                                             
44 Θα φανεί στη συνέχεια. 
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class Body(Turtle): 
    """ 
    Subclass of Turtle representing a gravitationally-acting body. 
 
    Extra attributes: 
    mass: mass in kg 
    vx, vy: x, y velocities in m/s 
    px, py: x, y positions in m 
    """ 
     
    name = 'Body' 
    mass = None 
    vx = vy = 0.0 
    px = py = 0.0 
     
    def attraction(self, other): 
        """ 
        (Body): (fx, fy) 
 
        Returns the force exerted upon this body by the other body. 
        """ 
         
        if self is other: 
            raise ValueError("Attraction of object %r to itself requested" 
                             % self.name) 
 
         
        sx, sy = self.px, self.py 
        ox, oy = other.px, other.py 
        dx = (ox-sx) 
        dy = (oy-sy) 
        d = math.sqrt(dx**2 + dy**2) 
 
 
        if d == 0: 
            raise ValueError("Collision between objects %r and %r" 
                             % (self.name, other.name)) 
 
        f = G * self.mass * other.mass / (d**2) 
 
         
        theta = math.atan2(dy, dx) 
        fx = math.cos(theta) * f 
        fy = math.sin(theta) * f 
        return fx, fy 
 
def update_info(step, bodies): 
    """ 
    (int, [Body]) 
     
    Displays information about the status of the simulation. 
    """ 
    print('Step #{}'.format(step)) 
    for body in bodies: 
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        s = '{:<8}  Pos.={:>6.2f} {:>6.2f} Vel.={:>10.3f} {:>10.3f}'.format( 
            body.name, body.px/AU, body.py/AU, body.vx, body.vy) 
        print(s) 
    print() 
 
def loop(bodies): 
    """ 
    ([Body]) 
 
    Never returns; loops through the simulation, updating the 
    positions of all the provided bodies. 
    """ 
    timestep = 24*3600 
     
    for body in bodies: 
        body.penup() 
        body.hideturtle() 
 
    step = 1 
    while True: 
        update_info(step, bodies) 
        step += 1 
 
        force = {} 
        for body in bodies: 
 
            total_fx = total_fy = 0.0 
            for other in bodies: 
                 
                if body is other: 
                    continue 
                fx, fy = body.attraction(other) 
                total_fx += fx 
                total_fy += fy 
 
             
            force[body] = (total_fx, total_fy) 
 
         
        for body in bodies: 
            fx, fy = force[body] 
            body.vx += fx / body.mass * timestep 
            body.vy += fy / body.mass * timestep 
 
             
            body.px += body.vx * timestep 
            body.py += body.vy * timestep 
            body.goto(body.px*SCALE, body.py*SCALE) 
            body.dot(3) 
 
 
def main(): 
 
  sun = Body() 
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    sun.name = 'Sun' 
    sun.mass = 1.98892 * 10**30 
    sun.pencolor('yellow') 
 
  earth = Body() 
    earth.name = 'Earth' 
    earth.mass = 5.9742 * 10**24 
    earth.px = 1*AU 
    earth.vy = 29.783 * 1000            # 29.783 km/sec 
    earth.pencolor('blue') 
 
  moon = Body() 
    moon.name = 'Moon' 
    moon.mass = 7.342 * 10**22 
    moon.px = 1.002 * AU 
    moon.vy = 29.783 * 1000 
    moon.pencolor('grey') 
 
  mercury = Body() 
    mercury.name = 'Mercury' 
    mercury.mass = 3.302 * 10**23 
    mercury.px = 0.387 * AU 
    mercury.vy = 47.87 * 1000 
    mercury.pencolor('red') 
 
 
  venus = Body() 
    venus.name = 'Venus' 
    venus.mass = 4.8685 * 10**24 
    venus.px = 0.723 * AU 
    venus.vy = 35.02 * 1000 
    venus.pencolor('orange') 
 
  mars = Body() 
    mars.name = 'Mars' 
    mars.mass = 6.4191 * 10**23 
    mars.px = 1.524 * AU 
    mars.vy = 24.13 * 1000 
    mars.pencolor('red') 
 
  jupiter = Body() 
    jupiter.name = 'Jupiter' 
    jupiter.mass = 1.8987 * 10**27 
    jupiter.px = 5.203 * AU 
    jupiter.vy = 13.07 * 1000 
    jupiter.pencolor('pink') 
 
  saturn = Body() 
    saturn.name = 'Saturn' 
    saturn.mass = 9.5371 * 10**26 
    saturn.px = 5.203 * AU 
    saturn.vy = 9.67 * 1000 
    saturn.pencolor('white') 
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    loop([sun, earth, moon, mercury, venus, mars, jupiter, saturn]) 
 
if __name__ == '__main__': 
    main() 
 

Ενότητα 3.3.2: 

Ανάλυση Κώδικα & Στιγµιότυπων 

 Η ανάλυση κώδικα σε αυτήν την ενότητα αφορά την turtle, τη loop και την 

update_info, που είναι καθοριστικής σηµασίας στην παραπάνω οικονοµική σύνταξη σε 

Python3. Η πρώτη αφορά τη µαθηµατική αλγοριθµική βιβλιοθήκη για τη λειτουργία του 

προγράµµατος της προσοµοίωσης. Η δεύτερη και η τρίτη αφορούν την κινηµατική του 

συστήµατος µηχανικού ελέγχου και την τροφοδοσία δεδοµένων, ενώ παράλληλα βοηθούν 

στο να αναπτύξουµε τη θεωρία ότι από τη de facto τετραγωνική ευστάθεια κατά Lyapunov 

που είχαµε αρχικά (τετραγωνική καµπύλη η κυκλική τροχιά), η κατά το χρόνο ανάπτυξη 

ατελειών και αστάθειας στις τροχιές µας οδηγεί σε ευστάθεια – αστάθεια της τάξης 

𝜌 ∈ 2, 3  

 Δηλαδή, έχουµε µία αρχική τιµή 𝜌 = 2, όπου η γεωµετρία του συστήµατος και η 

δυναµική των Νόµων του Kepler δηµιουργούν µία ακολουθία 𝜌- -∈ℕ µέσω των 

στιγµιότυπων έτσι ώστε 

𝜌- ⟶ 𝜌ª 	∈ 2, 3  

Η εναλλαγή αυτή, ή αλλιώς η παρατηρούµενη βαθµιαία αύξηση αυτού του Lipschitz – 

συντελεστή µας εξηγεί ότι η έχουµε ένα αρχικά ευσταθές σύστηµα µε τα προαναφερόµενα 

σώµατα, όπου «µελλοντικά» µεταβαίνουµε σε ένα κρίσιµο σηµείο και, τέλος, σε ασταθή 

γεγονότα. 

 Παραθέτουµε τώρα τα βασικά στιγµιότυπα: 
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• Εικόνα 3: Μετά τις αρχικές συνθήκες. 

  Εδώ, είµαστε λίγα εκατοµµύρια χρόνια µετά την – φαινόµενη – έναρξη κίνησης των 

πλανητών, όπου ορισµένοι εξ αυτών έχουν επιταχυνθεί εξαιτίας της εγγύτητάς τους στο 

µητρικό άστρο, τον Ήλιο. Ανάλογα, οι δύο προς το εξωτερικό της εικόνας εµφανίζουν πιο 

αργά κινηµατικά στοιχεία και µεγαλύτερα κενά στις τροχιές, κατά τη διαδοχή, λόγω 

µεγαλύτερης µάζας και διατήρησης της στροφορµής. 
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• Εικόνα 4: Στο µέσον της προσοµοίωσης. 

 Στην παραπάνω εικόνα – στιγµιότυπο, που εξήχθησε, είµαστε περί ένα 

δισεκατοµµύριο χρόνια από το παρόν, όπου έχουµε ακόµα ευσταθή κινηµατικά 

στοιχεία, αλλά φτάνουµε στο κοµβικό σηµείο ισορροπίας µεταξύ ευσταθών και 

ασταθών στιγµών του συστήµατός µας. 



 
 
Α.Ε.Ι.  ΠΕΙΡΑΙΑ  TΕΧΝΟΛΟΓΙΚΟΥ  ΤΟΜΕΑ 
 
 
 

 
ΤΜΗΜΑ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΑΥΤΟΜΑΤΙΣΜΟΥ 
Π.ΡΑΛΛΗ & ΘΗΒΩΝ 250, 122 44, ΑΙΓΑΛΕΩ, ΑΘΗΝΑ, ΕΛΛΑΔΑ 
ΤΗΛ.: +30-210-5381311, MSCAUTO1@TEIPIR.GR 

49  

 Η επόµενη εικόνα, είναι ένα στιγµιότυπο περίπου 2.5 δισεκατοµµύρια χρόνια 

από το παρόν µας, όπου έχει αρχίσει ο εκφυλισµός των τροχιών και η τάξη των 

καµπυλών των τροχιών να αυξάνεται, περισσότερο από το 2. 

 

 

• Εικόνα 5: Έναρξη αστάθειας. 
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 Το τελευταίο αντιπροσωπευτικό καρέ της προσοµοίωσης µαρτυρά το βαρυτικό 

εξοστρακισµό του πιο εξωτερικού πλανήτη και την αύξηση παραµόρφωσης των 

κυκλικών, προς ελλειπτικών και έπειτα προς υπερβολικών45 ή, ακόµη, και κυβικών46 

τροχιών.  

 

 

• Εικόνα 6: Τελικό στάδιο. 

  

                                                             
45 Οι συγκεκριµένες τροχιές ως κωνικές τοµές είναι βαθµού 2ου . 
46 Εδώ, έχουµε καµπύλες βαθµού 3ου. 
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 Ακόµη, µπορούµε να παρατηρήσουµε πως επίκειται βαρυτικός εγκλεισµός των 

εσωτερικών βραχώδων πλανητών, συχνές ευθυγραµµίσεις τους και λοιπά παραπλήσια 

φαινόµενα, έως ότου µε ταχείες σπειροειδείς τροχιές κινηθούν προς την επιφάνεια του 

Ήλιου. Περισσότερα, ως προς τα θεωρητικά της ουράνιας µηχανικής µπορούν να 

βρεθούν στο (Duric, 2004). 
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Κεφάλαιο 6: 

Δειγµατοληψία & Στατιστική Έρευνα 

 

 
 Η δειγµατοληψία και η στατιστική έρευνα που έλαβαν χώρα κατά τη διεξαγωγή 

της παρούσας µεταπτυχιακής διατριβής είχε µορφή ιντερλουδίου. Δηλαδή, ενός 

τµήµατος κειµένου µε αποµονωµένη µορφή και περιεχόµενο, προσανατολισµένο στις 

σύγχρονες τάσεις περί τα συστήµατα αυτοµάτου ελέγχου, µέσω του παράγοντα 

«άνθρωπος».  

 Η έρευνα περιείχε τµήµατα απλού ερωτηµατολογίου και µία σταθµιστική 

ερώτηση, όπως θα εξακριβωθεί και στη συνέχεια του παρόντος κεφαλαίου. Ακέραιο το 

ερωτηµατολόγιο παρατίθεται ακριβώς παρακάτω. 

 Η στατιστική ανάλυση των δεδοµένων ολοκληρώθηκε στο στατιστικό πακέτο 

IBM SPSS 24. 

 

Υποκεφάλαιο 6.1: 

Ερωτηµατολόγιο 
 Η δοµή του δοθέντος ερωτηµατολογίου ήταν η ακόλουθη: 
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Α.Ε.Ι. ΠΕΙΡΑΙΑ Τ.Τ. 

ΤΜΗΜΑ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΑΥΤΟΜΑΤΙΣΜΟΥ 

Π.Μ.Σ. ΑΥΤΟΜΑΤΙΣΜΟΥ ΠΑΡΑΓΩΓΗΣ & ΥΠΗΡΕΣΙΩΝ 

 
Ερωτηματολόγιο – Πηγή δειγματοληπτικής έρευνας 

 
Ονοματεπώνυμο διενεργητή: Δαλέζιος Ιωάννης 

 

Επάγγελμα/σπουδές συνεντευξιαζόμενου/ης: 

___________________________________________________________________________________  

 

ΕΡΩΤΗΣΗ 1: Χρησιμοποιείτε τα Συστήματα Αυτομάτου Ελέγχου στην 

εργασία ή στην έρευνά σας; 

- ΝΑΙ � 

- ΟΧΙ � 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ 2: Εάν ναι, χρησιμοποιείτε έννοιες όπως ευστάθεια ή λοιπές 

έννοιες χαρακτηρισμού (γραμμικότητα, παρατηρησιμότητα, 

ελεγξιμότητα, πραγμάτωση κ.τ.λ.) ενός συστήματος αυτομάτου ελέγχου; 

- ΝΑΙ � 

- ΟΧΙ � 

- Λοιπές:________________________________________________________ 

Σελ. 1 
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ΕΡΩΤΗΣΗ 3: Εφόσον υπάρχει επαφή με την έννοια της ευστάθειας, είναι 

γνώριμες οι επιμέρους μορφές της, κατ’ όνομα 

• Lyapunov, 

• BIBO και 

• ISS; 

- ΝΑΙ (σε υποσύνολο των παραπάνω) � 

Πλήθος � 

- ΟΧΙ (καμία εκ των παραπάνω) � 

- Άλλη:_________________________________________________________ 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ 4: Δεδομένης θετικής απάντησης στην προηγούμενη ερώτηση 

και πλήθους τουλάχιστον 2, έχετε διδαχθεί/μελετήσει/ερευνήσει τις 

διαφορές των ευσταθειών αυτών; 

- ΝΑΙ � 

- ΟΧΙ � 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ 5: Θεωρώντας πως υφίσταται προχωρημένη γνώση στα 

παραπάνω, εάν μελετούσαμε ένα γραμμικό σύστημα αυτομάτου ελέγχου 

με ή χωρίς έλεγχο ποιά εκ των παραπάνω ευσταθειών θα επιλέγατε και 

γιατί; 

- Επιλογή:______________________________________________________ 

- Αιτιολόγηση:__________________________________________________

_______________________________________________________________ 

Σελ. 2 
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Υποκεφάλαιο 6.2: 

Ανάλυση & Συµπεράσµατα 
 Ένα εισαγωγικό και γενικό σχόλιο θα ήταν πως το ερωτηµατολόγιο δεν έλαβε 

πλήρους τύχης από τους συνεντευξιαζόµενους, µε την έννοια ότι δεν εδόθησαν πλήρεις 

απαντήσεις, αλλά περισσότερο έγινε παραµονή σε θετικές ή αρνητικές απαντήσεις 

µόνο. Παρόλα αυτά η ανάλυση και τα επαγόµενα συµπεράσµατα ακολουθούν. 

 Η µελέτη ξεκίνησε στη µορφή του Microsoft Excel 2016 και επεκτάθηκε στη 

χρήση του IBM SPSS 24, για περαιτέρω ανάλυση. 

 Αξίζει να δηλώσουµε πως οι τελευταίες ερωτήσεις, λόγω διαδοχής θετικής 

απάντησης προς συνέχεια στην επόµενη, είχαν σταθµιστικό χαρακτήρα. Δηλαδή, 

τοποθετήθηκαν µε τέτοιο τρόπο ώστε να αντιµετωπιστούν θέµατα αξιοπιστίας του 

ερωτηµατολογίου και της προσοχής που δόθηκε σε αυτό. Στην επόµενη εικόνα, 

έλλειψη εµπιστοσύνης στις απαντήσεις δίδεται µε έντονο κόκκινο χρώµα. Στη 

µεθεπόµενη εικόνα θα αντικατασταθούν από τις κατάλληλες απαντήσεις µετα-

επεξεργασίας. 

 Αντίστοιχα, απαντήσεις κενού έχουν χρωµατισθεί µε πορτοκαλί χρώµα και 

θετικές απαντήσεις σωστά τιθέµενες µε κυανό χρώµα. 

 Εκκινώντας τη διαδικασία παρουσίασης της ανάλυσης, θα ξεκινήσουµε µε την 

εναρκτήρια ερώτηση, που περιείχε µόνο έγκυρες απαντήσεις: 

 

Statistics 
Σπουδές/Επάγγελμα   
N Valid 10 

Missing 0 
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• Εικόνα 7: Στοιχεία ερωτηµατολογίου. 
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• Εικόνα 8: Σωστά τιθέµενα στοιχεία ερωτηµατολογίου. 
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 Σχετικά µε την εικόνα των σπουδών ή επαγγελµάτων έχουµε πως: 

 

Σπουδές/Επάγγελμα 

 Frequency Percent Valid Percent 

Cumulative 

Percent 

Valid Ηλεκτρολόγος Μηχανικός 1 10,0 10,0 10,0 

Ηλεκτρονικός 1 10,0 10,0 20,0 

Μαθηματικός 2 20,0 20,0 40,0 

Μηχανικός Αυτοματισμού 2 20,0 20,0 60,0 

Μηχανολόγος Μηχανικός 3 30,0 30,0 90,0 

Τεχνικός Αυτοκινήτων 1 10,0 10,0 100,0 

Total 10 100,0 100,0  
 

Φυσικά, ως προς τις απαντήσεις των ερωτήσεων 1 έως 5 έχουµε τους συνοπτικούς 

πίνακες: 

 

Ερώτηση 1 

 Frequency Percent Valid Percent 

Cumulative 

Percent 

Valid ΝΑΙ 5 50,0 50,0 50,0 

ΌΧΙ 5 50,0 50,0 100,0 

Total 10 100,0 100,0  
 

Ερώτηση 2 

 Frequency Percent Valid Percent 

Cumulative 

Percent 

Valid ΝΑΙ 4 40,0 40,0 40,0 

ΌΧΙ 6 60,0 60,0 100,0 

Total 10 100,0 100,0  
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Ερώτηση 3 

 Frequency Percent Valid Percent 

Cumulative 

Percent 

Valid ΝΑΙ 4 40,0 40,0 40,0 

ΌΧΙ 6 60,0 60,0 100,0 

Total 10 100,0 100,0  
 

Ερώτηση 4 

 Frequency Percent Valid Percent 

Cumulative 

Percent 

Valid ΝΑΙ 4 40,0 40,0 40,0 

ΌΧΙ 6 60,0 60,0 100,0 

Total 10 100,0 100,0  
 

 

Ερώτηση 5 

 Frequency Percent Valid Percent 

Cumulative 

Percent 

Valid ΚΕΝΟ 1 10,0 10,0 10,0 

KENO 4 40,0 40,0 50,0 

Lyapunov 3 30,0 30,0 80,0 

Lyapunov & BIBO 2 20,0 20,0 100,0 

Total 10 100,0 100,0  
 

Αξίζει να σηµειωθεί πως το πρώτο ΚΕΝΟ εντός του παραπάνω πίνακα είναι η 

σταθµιστικά λάθος επιλογή, του αντίστοιχου ερωτηθέντα. Από την άλλη, και εδώ, και 

στην πίτα που ακολουθεί δε σηµειώνεται πρόβληµα, αφού µπορούν να προστεθούν τα 

ποσοστά των δύο εισόδων. 

 Τώρα, παραθέτουµε τις ποσοστιαίες πίτες των ερωτήσεων 1 – 5. 

 

 



 
 
Α.Ε.Ι.  ΠΕΙΡΑΙΑ  TΕΧΝΟΛΟΓΙΚΟΥ  ΤΟΜΕΑ 
 
 
 

 
ΤΜΗΜΑ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΑΥΤΟΜΑΤΙΣΜΟΥ 
Π.ΡΑΛΛΗ & ΘΗΒΩΝ 250, 122 44, ΑΙΓΑΛΕΩ, ΑΘΗΝΑ, ΕΛΛΑΔΑ 
ΤΗΛ.: +30-210-5381311, MSCAUTO1@TEIPIR.GR 

60  

 

 

 

 

 

 

• Εικόνα 9: Πίτα ερώτησης 1. 
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• Εικόνα 10: Πίτα ερώτησης 2. 
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• Εικόνα 11: Πίτα ερώτησης 3. 
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• Εικόνα 12: Πίτα ερώτησης 4. 
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• Εικόνα 13: Πίτα ερώτησης 5. 
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 Ως εδώ, είχαµε µόνον κατηγορικές στατιστικές µεταβλητές, δηλαδή µεταβλητές 

µε λεκτικό περιεχόµενο απαντήσεων. Διαφορετικά, τώρα, η µεταβλητή Πλήθος, που 

εξετάζει πόσες εκ των ευσταθειών Lyapunov, BIBO και ISS είναι γνώριµες στον 

ερωτηθέντα, θα είναι µία ακέραια ποσοτική µεταβλητή. Πιο ειδικά έχουµε: 

 

Descriptive Statistics 

 

N Range Minimum Maximum Mean Std. Deviation Variance Skewness Kurtosis 

Statistic Statistic Statistic Statistic Statistic Statistic Statistic Statistic Std. Error Statistic Std. Error 

Πλήθος 10 3 0 3 ,80 1,135 1,289 1,048 ,687 -,394 1,334 

Valid N 

(listwise) 

10           

 

Εµφανίζονται οι στατιστικές παράµετροι του µεγέθους δείγµατος, του εύρους, του 

ελαχίστου, του µεγίστου, της µέσης τιµής, της τυπικής απόκλισης, της διακύµανσης, 

της λοξότητας και της κυρτότητας. Περισσότερα µπορούν να βρεθούν στο 

(Wasserman, 2004). Αυτό που θα κρατήσουµε, φυσικά, είναι ότι το πλήθος γνώριµων 

ευσταθειών λαµβάνει τιµές µε υψηλή πιθανότητα εντός του διαστήµατος: 

0,1.935  

Για την περίπτωση του αριστερού άκρου 𝜇 − 𝜎, λόγω αρνητικού προσήµου, λάβαµε τη 

σχέση 𝑚𝑎𝑥 𝜇 − 𝜎, 0 . Για το δεξί άκρο, απλά 𝜇 + 𝜎. 

 Επίσης, όσον αφορά την αριθµητική αυτής της µεταβλητής µπορούµε να 

χρησιµοποιήσουµε το γράφηµα που ονοµάζεται θηκόγραµµα, που εντός του 

ορθογωνίου παραλληλογράµµου που περιέχει, βρίσκεται το 50% των τιµών/επιλογών. 
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• Εικόνα 14: Θηκόγραµµα για Πλήθος. 
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 Παραθέτουµε για τους απαιτητικούς αναγνώστες τις στατιστικές συσχετίσεις 

µεταξύ ορισµένων εκ των ερωτήσεων, που κρίνουµε πως υπάρχει σηµαντικότητα ως 

προς την εξάρτησή τους. Ως προς τις ερωτήσεις 1 και 2, έχουµε: 

 

 

Ερώτηση 1 * Ερώτηση 2 Crosstabulation 
Count   

 
Ερώτηση 2 

Total ΝΑΙ ΌΧΙ 

Ερώτηση 1 ΝΑΙ 4 1 5 

ΌΧΙ 0 5 5 

Total 4 6 10 
 

 

 

Chi-Square Tests 

 Value df 

Asymptotic 

Significance (2-

sided) 

Exact Sig. (2-

sided) 

Exact Sig. (1-

sided) 

Pearson Chi-Square 6,667a 1 ,010   
Continuity Correctionb 3,750 1 ,053   
Likelihood Ratio 8,456 1 ,004   
Fisher's Exact Test    ,048 ,024 

N of Valid Cases 10     
a. 4 cells (100,0%) have expected count less than 5. The minimum expected count is 2,00. 

b. Computed only for a 2x2 table 
 

 

 

Ως προς τις 2 και 3: 
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Ερώτηση 2 * Ερώτηση 3 Crosstabulation 
Count   

 
Ερώτηση 3 

Total ΝΑΙ ΌΧΙ 

Ερώτηση 2 ΝΑΙ 4 0 4 

ΌΧΙ 0 6 6 

Total 4 6 10 
 

Chi-Square Tests 

 Value df 

Asymptotic 

Significance (2-

sided) 

Exact Sig. (2-

sided) 

Exact Sig. (1-

sided) 

Pearson Chi-Square 10,000a 1 ,002   
Continuity Correctionb 6,267 1 ,012   
Likelihood Ratio 13,460 1 ,000   
Fisher's Exact Test    ,005 ,005 

N of Valid Cases 10     
a. 4 cells (100,0%) have expected count less than 5. The minimum expected count is 1,60. 

b. Computed only for a 2x2 table 
 

Και τέλος, ως προς τις 3 και 5: 

 

Ερώτηση 3 * Ερώτηση 5 Crosstabulation 
Count   

 

Ερώτηση 5 

Total ΚΕΝΟ KENO Lyapunov 

Lyapunov & 

BIBO 

Ερώτηση 3 ΝΑΙ 0 0 2 2 4 

ΌΧΙ 1 4 1 0 6 

Total 1 4 3 2 10 
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Chi-Square Tests 

 Value df 

Asymptotic 

Significance (2-

sided) 

Pearson Chi-Square 7,222a 3 ,065 

Likelihood Ratio 9,641 3 ,022 

N of Valid Cases 10   
a. 8 cells (100,0%) have expected count less than 5. The minimum 

expected count is ,40. 
 

Κατά σειρά µειούµενης συσχέτισης απαντήσεων έχουµε πρώτα στη 2η, έπειτα στην 3η 

και, τελικά, στην 1η διερεύνηση. 

 Τα τελικά µας συµπεράσµατα, έπειτα και από την προσωπική συνέντευξη, όπου 

ανταλλάχθησαν λίγα λόγια επί της εργασίας µε τους συνεντευξιαζόµενους και των 

παραπάνω στατιστικών στοιχείων µας µαρτυρούν πως: 

• Στη σύγκριση Lyapunov και BIBO, εάν τα έτοιµα υπολογιστικά πακέτα τη 

χρησιµοποιούν µε ευρύτητα, τότε και οι ίδιοι θα την αξιοποιούσαν αντίστοιχα. 

• Στη σύγκριση Lyapunov και ISS υπάρχει εκτεταµένη σύγχυση σχετικά µε την 

άµεση αντιµετώπιση µη – γραµµικών προβληµάτων. 

• Τέλος, στη σύγκριση BIBO και ISS, επίσης λόγω άγνοιας περί µη – 

γραµµικότητας, απαντούν ότι επιθυµούν περισσότερη γνώση για φραγµένες 

µεθόδους. 
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Κεφάλαιο 7: 

Συµπεράσµατα & Συζήτηση 

 

 
 Σε αυτό το σηµείο, θα αντιµετωπίσουµε τα συµπεράσµατα της παρούσας 

µεταπτυχιακής διατριβής, ως µίας διαδροµής σε χώρους εναλλακτικούς από την 

κλασσική πεπατηµένη του «γνήσιου» Μηχανικού Αυτοµατιστή. Τα πεδία έρευνας που 

αξιοποιήθηκαν ήταν Καθαρά Μαθηµατικά, Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά και – κυρίως – 

Προσοµοίωση, Υπολογιστική Πολυπλοκότητα και Στατιστική. 

 Η επιλογή της ευστάθειας Lyapunov στις τεχνικές προσοµοίωσης δεν ήταν 

τυχαία. Ήταν η εξελικτικά και ιστορικά σίγουρη επιλογή, κι ας περιείχε σφάλµατα, 

λόγω της εξάρτησής της από γραµµικά ή σχεδόν µη – γραµµικά στοιχεία κίνησης και 

δυναµικής. Από την άλλη, η επιλογή µίας άλλης, όπως της BIBO θα ήταν πιο χρήσιµη 

στη µελέτη ενός συστήµατος µε παρόµοια πολυπλοκότητα, αλλά περισσότερο πιο 

κοντά στη µελέτη ηλεκτρονικών συστηµάτων και αισθητήρων. 

 Η ISS, ως τρίτος πόλος, είναι η πιο µηχανικά σωστή επιλογή, αλλά παράλληλα 

και η πιο περίπλοκη στη σύνταξη, κωδικοποίηση και ανάλυση, µε υπερπολλαπλάσιο 

ενδεχοµένως χρόνο υπολογισµού, εκτιµώµενος σε τουλάχιστον 7 ηµέρες. Τελικό µας 

συµπέρασµα, εδώ είναι αυτό, πως: 

1. Επόµενο βήµα – άµεσης κατανόησης µε τα παραπάνω – είναι η µετάβαση στην 

ευστάθεια BIBO. 

2. Μεθεπόµενο βήµα είναι η απλοποίηση και η αριθµητική ή υπολογιστική 

ευστάθεια προς χρήση της µηχανικά ορθότερης ISS. 
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 Κλείνοντας, θα ήταν σκόπιµο να αναρωτηθούµε – πέραν των (α) και (β) 

παραπάνω – ποια είναι τα ενδεχόµενα επιστηµονικά ερωτήµατα και βήµατα προς τη 

συνέχιση/επέκταση αυτού του πονήµατος. Ας δούµε τα ακόλουθα: 

1. Μελέτη ευστάθειας µη – γραµµικών φραγµένων εισόδων από τη Θεωρία 

Σήµατος και η µετέπειτα επεξεργασία τους µε τεχνικές Διακριτής Ανάλυσης 

Fourier µε αυτόµατο χαρακτήρα (γύρω από τη συχνότητα Nyquist)47. 

2. Μελέτη της συσχέτισης ευστάθειας ISS µε έννοιες όπως ελεγξιµότητα, 

γενικευµένες συναρτήσεις Lyapunov και πραγµάτωση48. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                             
47 Τηλεπικοινωνιακές και σεισµολογικές εφαρµογές. 
48 Εφαρµογές σε τοπολογικά σύνθετα συστήµατα αυτοµάτου ελέγχου. 
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